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Introduzione

Nelle strutture aerodinamiche i materiali usati sono: leghe d’alluminio, leghe di
titanio, acciaio, materiali compositi. Si sceglie un materiale piuttosto che un
altro secondo l'uso e delle caratteristiche che la struttura deve avere. Ad
esempio nelle zone piu calde (motore) si usa l'acciaio, e non l'alluminio o il

titanio, perché é quello che resiste meglio alle temperature piu elevate
(650°C).

. . . E .
I due rapporti fondamentali nella scelta del materiale sono R ¢ —, per i
v v

diversi materiali che negli anni sono stati utilizzati per le strutture

aeronautiche, questo rapporto ha praticamente lo stesso valore.

La velocita ha avuto notevoli incrementi nel tempo e cid0 ha condizionato

pesantemente la scelta dei materiali (per questo motivo il legno non viene piu

usato e non perché non fosse una scelta adeguata ed efficiente, era la scelta

migliore per quelle velocita anche se si conoscevano altri materiali come

I'acciaio e I'alluminio).

Un requisito fondamentale delle strutture aeronautiche e la leggerezza.

Il metodo deqgli elementi finiti € un metodo di calcolo molto complesso, da

risultati molto accurati ma richiede in ingresso un elevatissimo numero di dati

quindi nelle prime fasi del progetto non possiamo utilizzarlo perché abbiamo

una conoscenza molto approssimata della struttura, possiamo usare invece lo

schema a semiguscio per il progetto iniziale.

Nel progetto bisogna tenere conto dei problemi di aeroelasticita e d’instabilita.

I problemi aeroelastici nascono dall'interazione tra effetti aerodinamici ed

effetti elastici.

L’instabilita puo essere:

a) statica (la torsione fa variare incidenza e portanza);

b) dinamica (oscillazioni non smorzate).

Le strutture aeronautiche hanno delle caratteristiche particolari:

» lo spessore € distribuito lungo i contorni della sezione per bilanciare meglio i
momenti torcenti;

= la presenza dei diaframmi impedisce alla sezione di deformarsi sotto I'azione
di trazione o compressione.

I materiali compositi sono costituiti da fibre di carbonio legate con dei

particolari collanti. Le ottime caratteristiche delle fibre di carbonio vengono

alterate proprio dalla presenza di queste colle che pero sono indispensabili per

ottenere il composito.
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Tensore di deformazione

Da campo di spostamento di un corpo si puo risalire al tensore di
deformazione,

1
Eiy :E(Si/k + Sy TS 'Sr/k)

nel caso di spostamenti infinitesimi, il tensore di deformazione si semplifica
nella maniera seguente:

1
ik = E(Si/k + Sk/i)

Lavoro di deformazione

Il lavoro di deformazione e data dalla seguente formula,

8'Ly = [oy,06,0V = [{of {oe}dv = [{oe} {oldv

Tensore degli sforzi

A questo punto, dalla definizione di lavoro di deformazione scaturisce
immediatamente il concetto di tensore deqgli sforzi. Tale tensore e, infatti, il
coniugato del tensore di deformazione, nel senso che il prodotto delle due
grandezze ¢ e o deve dare il lavoro. Data la simmetria del tensore degli sforzi

possibile tradurre il tensore in vettore:

Oy O

Oy Oy
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la stessa operazione, con un opportuno accorgimento, puo essere compiuta sul
tensore di deformazione, infatti si ha
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Legame fra il tensore di deformazione
e il tensore degli sforzi

Esistono dei legami fra le deformazioni e gli sforzi. Essendo due vettori il
legame puo essere espresso sottoforma di matrice, quindi si ha

Se ci sono anche delle dilatazioni termiche, le deformazioni non dipenderanno
solo dagli sforzi, infatti,

lel=leu +leh ek =lalAT  {ej=[Flo+{ajaT
gli sforzi dipendono solo dalle deformazioni di natura meccanica, si avra
{o}=[Dle}u =[DIle}-{oaT)

Le matrici di deformazione [D] ed [F] sono delle matrici simmetriche.

Per provarlo prendiamo in considerazione il lavoro di deformazione, sappiamo
che esso non e un differenziale esatto ma una variazione virtuale del lavoro,
poiché lo spostamento che attuo e uno spostamento infinitesimo, congruente e
qualsiasi.

Dal PLV sappiamo che, avendo dei vincoli bilateri

*

oL=0

se i vincoli fossero unilateri il lavoro virtuale infinitesimo sarebbe 'L <0.
Se ancora siamo in un campo elastico, che non significa lineare, ma
conservativo perché il materiale restituisce tutta I’energia immagazzinata, in
tal caso il lavoro e il differenziale esatto di un’energia potenziale Vy:
- 6
S'L, =lo} {det=0adV, = 0.0
d { } { } d Zl i i avd

dv, = z%&ei 08,

6
o 0¢,
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dal legame sforzi deformazioni sappiamo che

S oo, 0%V oV
O :ZDikgk = Dy = % - 1= 1= Dy
i1 Og, 0&0s, 0&.0¢,

Abbiamo dimostrato che la matrice [D] € simmetrica, se il campo ¢é elastico ed
esiste la funzione potenziale, la matrice [F] e simmetrica perché si ottiene
invertendo la [D].

I corpi che andiamo a trattare nella maggior parte dei casi, possono essere
considerati in buona approssimazione isotropi. Questa ulteriore ipotesi piu
quelle precedentemente fatte, piu il fatto che le matrici [D] ed [F] sono
simmetriche, ci consentono di affermare che il legame fra gli sforzi e le
deformazioni dipende solo da due costanti da determinare nella matrice [D].

1 Y Y % 0 o
E E E
v 1 v 45 0 o0
E E E
—é—iéooo
[F]: 1
0O 0 0 = 0 0
G
o 0o o 0o Lo
G
o 0 0 o0 0 X
i G

Nel caso monodimensionale di un provino sottoposto a trazione, l'unica
componente degli sforzi non nulla ¢
quella orientata nel verso della forza

(0x0).

Si avra una deformazione che vale [ U B A
& = E, =& =—LO' ) X
X E 1 y z E X

L’isotropia richiede anche un legame fra
E v e G che sara,

Tra le configurazioni di equilibrio ci interessano soltanto quelle stabili cioé
quelle che presentano I’energia minima, a partire da queste configurazioni
posso avere soltanto variazioni positive di energia

0V, = o {0} = {e] [Dfox} = d[gw [D]{e}j -0
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V4 deve essere una forma quadratica definita positiva e quindi anche [D] e
definita positiva altrimenti il materiale non sarebbe coerente (applicando delle
deformazioni si devono avere degli sforzi).

Il fatto che la matrice [D] sia definita positiva implica che tutti i suoi autovalori
siano positivi, e che le costanti E e G della matrice [D] sono anch’essi positivi.
Al contrario della costante v che risulta -1<v <0.5.

Principi energetici

Ritornando al principio dei lavori virtuali, se i vincoli sono bilateri possiamo
scrivere

*

5'L=0
SL,+5L =0

Scomponendo il lavoro virtuale nella somma di quello prodotto dalle forze
esterne e quello prodotto dalle forze interne, capiamo facilmente che il lavoro
virtuale delle forze interne € sempre opposto al lavoro di deformazione, quindi
si ha

SLy=-0L, = 6L =5L,

se supponiamo di stare in un campo di forze conservative, possiamo scrivere

*

SLy=oV, 5L, =-0V,

SL=0 = &V, +V,=0 = 5V, +V,)=0

Il principio della minima energia potenziale totale (stazionarieta dell’energia
potenziale totale) ci dice che la configurazione d’equilibrio fra tutte quelle
congruenti e quella che rende stazionaria I’energia potenziale totale.

L’equilibrio € una condizione di stazionarieta dell’energia, I'’equilibrio € stabile
se I’energia ha un minimo, € instabile se I'’energia ha un massimo.

Il PLV vale anche per forze non conservative (in tal caso non vale la
stazionarieta).

Il PLVC vale solo se le deformazioni reali sono infinitesime, altrimenti non
abbiamo I'equilibrio.

Integrando il PLV si ottiene il principio di stazionarieta dell’energia.

Integrando il PLVC si ottiene il principio di Menabrea.
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Principio di Menabrea: fra tutte le configurazioni equilibrate, la congruente
risulta essere quella che minimizza I’energia di deformazione. Attenzione che
vale solo finché gli spostamenti sono infinitesimi.

Schema a travi

Se abbiamo a che fare con una struttura, essa pud apparirci piu o meno
complicata, ma sicuramente essa puo essere considerata come la somma
insiemistica di piu travi.

La trave € un solido prismatico che si ottiene da una figura piana che trasla
lungo una linea perpendicolare alla figura stessa. L’asse della trave € una retta
parallela alla traslazione e
passante per un punto di
riferimento arbitrario della ~—_ A
sezione. Non possiamo ancora B
parlare di baricentro o di assi T~
principali d’inerzia perché non Ty~ >
conosciamo le caratteristiche T
della trave; inoltre non e

detto che risulti conveniente prendere come asse della trave I'asse principale
d’inerzia baricentrico, la scelta dipendera dal problema che si deve affrontare.
Scegliamo un sistema di riferimento cartesiano ortogonale sotto l'ipotesi di
materiale omogeneo e supponendo che i carichi siano applicati solo alle
estremita.

Le azioni interne sono, sezione per sezione, quel sistema di forze dirette lungo
gli assi di riferimento, tali da mantenere in equilibrio la trave soggetta ai
carichi esterni.

Definiamo taglio le Tx e Ty, azione assiale la T, e poi ci sono anche i momenti
My, My € M;.

Nello schema a trave si tiene conto solo degli effetti lontani dei carichi (non
conta la reale distribuzione delle forze ma solo la risultante delle stesse). Molto
spesso, infatti, (si pensi alla distribuzione del carico aerodinamico su un’ala
inflessa durante il volo) lo sforzo locale (dovuto alla pressione) € un
infinitesimo rispetto agli sforzi allinterno del volume che sono [Ieffetto
(I'integrale) degli sforzi locali suddetti (gli effetti vicini).

Vediamo se l'approssimazione fatta € accettabile, consideriamo una trave di
alluminio.

Conoscendo la struttura, le sue caratteristiche e i carichi cui € soggetta trovo
uno stato di sforzo pari a o =10 kg/mm?’ (effetti lontani).

Il carico alare e una pressione media distribuita sull’ala, nell’intorno di un

Q

punto agisce lo sforzo locale o, =§;100 kg/m?=100-10"° kg/mm? =10"* kg/mm?®

(effetti vicini).
Abbiamo appurato che l'effetto vicino e effettivamente trascurabile rispetto
all’effetto lontano, non si pud neanche parlare di errore di approssimazione.
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In certi casi, pero, questo non e piu vero e si usa allora dividere la soluzione in
una soluzione centrale (che tiene conto solo degli effetti lontani) e in una
soluzione d’estremita (si corregge la soluzione centrale tenendo conto
dell’effetto concentrato di carichi e di vincoli).

Quest’ultima soluzione elimina le discontinuita di sforzo che altrimenti si
creerebbero nella struttura.

Sforzi normali

Sappiamo che il tensore degli sforzi puo essere scritto sottoforma di vettore, e
se avessimo di fronte un problema qualunque dovremmo calcolare tutte le sue
componenti. Ma possiamo prendere in esame un modello semplificato per il
quale le sole componenti non nulle sono:

c,=0%#0 7,=7,#%0 r,=7,#0

dal legame sforzi deformazioni abbiamo, y A
g, = Y o, & 4 o, ¢ 9 1
 =——0, y =—-—0, ;= Ty T
E E E >
z-X Z-y / »
7xy:0 Vaa =~ 7yz__ c
G G 47

la trave si allunga (e,>0) e la sezione si restringe

(ey=ex<0).

Per determinare gli sforzi dobbiamo imporre I'equilibrio e la congruenza.
Partiamo con il verificare I'equilibrio:

X

T,=[ocdh T =]
A A

Le azioni interne fanno equilibrio ai carichi esterni, queste relazioni pero sono
condizioni d’equivalenza e non d’equilibrio perché esprimono I'equivalenza tra
le forze interne e sforzi interni.

Possiamo notare che le o sono disaccoppiate dalle t (non sono presenti in una
stessa relazione) e possiamo determinarle separatamente perché non ho
legami tra le ¢ e le y, cioe ¢ genera ¢ ma non 1 € y genera Tt ma non o,
I’equilibrio & garantito in modo separato.

Nei materiali compositi c’é invece accoppiamento tra ¢ e vy.

Adesso bisogna trovare la configurazione congruente, quindi applichiamo il
teorema di Menabrea che ci dice di minimizzare I'energia di deformazione:
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| =

[lo} le)d :—jgadAdz_—”—dAd

\;
Il contributo energetico delle t non
viene considerato perché le t sono

disaccoppiate dalle ¢

tenendo conto dei vincoli di equilibrio,

T,-[cdA=0 M, -[oydA=0 M, +[oxdA=0
A A A

I[%—ajdAzO j(MA jdA:O j[%ﬂyxjdA:O

A A A

Per inserire i vincoli nella funzione da minimizzare uso la tecnica dei

moltiplicatori di Lagrange,
My
+ A, T+OX dAdz

ool

ma dato che i vincoli devono valere su tutto l'asse z, possiamo inserirli
nell’'integrale esteso non solo all’area A ma anche all’asse stesso.
Il funzionale che deve essere minimizzato sara soltanto la funzione integranda:

2 M M
F(a)=10—+/11(-r—z—aj+ﬂz( AX j+l{7y+ox]

2 E A

deriviamo rispetto a o,

oF

=0 = %—zl—zzymgx:o = o=EA+EAy—EAX

sostituiamo nei vincoli 'espressione di ¢ ricavata,

y

T, = [(EA +EAy—EAX)dA=EA [dA+EA, [ydA—EA [xdA=ELA+EAS, —E4S
A A A

A

Xy

M, = j(Ezjy+ EA,y° — EAxy)dA = E4 [ydA+EZ, [y? dA-EA, [xydA=EAS, +E4,J, —EAJ
A A A A

= —[(E2x+ EAxy~EAX*JdA=~EA, [ xdA-EA, [ xydA+ E4, [ x* dA=-EAS, ~E4,J,, +EAJ,

Momento statico

Momento centrifugo

Momento d’inerzia
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Con un’opportuna scelta degli assi possiamo semplificare le espressioni trovate
di T;, Mx e My. Infatti, ponendoci sugli Assi Principali d’Inerzia i momenti statici
e centrifughi si annullano, si ha

T, =E4A M, =EA,J, M, =EAJ

y y

sostituendo i valori ottenuti dei moltiplicatori di Lagrange, nell’espressione
degli sforzi si ottiene,

T, M, M,

O-:K-’_ JX y—TX ‘(

Vale solo per Assi
Principali d’Inerzia

Ricordiamo che, se la sezione non € omogenea, non possiamo parlare di assi
principali d’inerzia.

Principio dei lavori virtuali (PLV)

Il principio dei lavori virtuali afferma: CNS affinché una struttura sia in
equilibrio @ che i lavori virtuali di tutte le forze siano minori o uguali a zero.
Esso richiede:

= equilibrio;

= sistema di forze reali;

= sistema di spostamenti virtuali;
1. infinitesimi;
2. arbitrari;
3. congruenti.

Lo spostamento deve essere infinitesimo, perché se né applichiamo uno troppo
grande, possiamo ritrovarci in uno stato molto lontano che non ci permette piu
di tornare nel punto di partenza. Quindi non possiamo piu affermare che il
punto di partenza era o no d’equilibrio.

Lo spostamento deve essere arbitrario, perché dobbiamo essere sicuri che il
lavoro virtuale risulti nullo per ogni spostamento e non per uno in particolare.
Lo spostamento deve essere congruente, perché se non rispettiamo i vincoli,
non possiamo studiare I'equilibrio.
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Principio dei lavori virtuali complementari (PLVC)

Il principio dei lavori virtuali complementari afferma: CNS affinché una
struttura sia congruente e che i lavori virtuali complementari di tutte le forze
siano minori o uguali a zero.

Esso richiede:

= congruenza;

= sistema di spostamenti reali;

= sistema di forze virtuali;
4. infinitesime;
5. arbitrare;
6. equilibrate.

La forza deve essere infinitesima, perché dobbiamo essere sicuri di non
deformare la struttura.

La forza deve essere arbitraria, perché dobbiamo essere sicuri che il lavoro
virtuale risulti nullo per ogni forza e non per una in particolare.

La forza deve essere equilibrata, perché altrimenti rischiamo di accelerare il
corpo e di farlo muovere.

Lavoro di deformazione

Andiamo a trovare I'espressione del lavoro di deformazione, e per determinarlo
useremo il principio dei lavori virtuali. Potremmo usare anche il PLVC arrivando

alla stessa espressione.
5Ly =[lof {55ng
\Y

5Ly =] %dAdz
Al

Spostamenti fittizi (PLV)

. M i i M'
5Ld:_”l T—Z+Mxy——yx T—Z+Mxy——yx dAdz
WELAT I, T Al J

y X y

Poiché i tagli e i momenti non variano sulla sezione, possono essere portati
fuori dall’integrale esteso all’area A.
Integrando i termini misti sull’area A, compaiono i momenti statici. Ponendoci
su un sistema d’Assi Principali d’Inerzia questi ultimi saranno nulli, cio ci
permette di eliminare i termini misti.
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5Ly _” [TT’ IVIMIy +MJ':/II ]dAdz

EA EJ EJ

, , '

5L, =I[TZTZ + M.M, + MyMdez

X y

L’espressione trovata e il lavoro di deformazione dovuto alle c.
Non abbiamo ancora ricavato I'espressione di t, tuttavia possiamo pensare di
ottenere il lavoro di deformazione dovuto alle t facendo un ragionamento
analogo a quello fatto in precedenza per le c.
Il lavoro di deformazione avra un’espressione del tipo:

T T '
5*Ld(r):J'[TXTX +2L 24 MZMZsz
l\GA, ' GA,  GJ,

Yy

Il termine C) e chiamato fattore di torsione, A e Ay sono opportuni valori
t

fittizi della sezione ancora da determinare, che vengono ricavati da manuali.
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Calcolo delle azioni interne

pY

Per studiare le azioni interne nelle travi, € necessario avere bene in mente le
convenzioni di segno:

- TV «——> Mx
X dz
5 N
e | Ty
- M
Yﬁ> ’
Faccia positiva T, < >T,
(z uscente)
x> My
dz

Poiché nelle strutture aeronautiche si ha spesso a che fare con carichi
distribuiti con legge variabile (si pensi al carico aerodinamico agente sull’ala),
'unico modo per determinare le azioni interne € evidentemente quello di
ricorrere ad opportune relazioni differenziali:

Iy
HHH T,+dT, T, +dT,-T, +r,dz=0 — dT, =-rdz

MX/_
dz®
Mx+de_Mx+ry7_TdeIO — dMX:Tde
Ty > (Mx+dMX
dz
x
T TX+dTX Tx +de _Tx +erZZO vl dTX :—erZ
My/_
dz?
M, +dM, -M, —r,—+T,dz=0 — dM =-Tdz
< 2
Tx <> My+dM,

dz
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dz
M. M, +dM, - M, +m,dz =0
M,+dM,
m, z dM 7 = —mZdZ
momento
distribuito

Carico distribuito costante

Prrttrntree

T,(2)-T,(0)=-r,z
M (2)-M,(0)=-r

Z2
"2

la trave é libera in z=0, quindi Ty(0)=Mx(0)=0, le azioni interne sono:

Carico distribuito lineare
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o .o nh-nz
T, _l'—rydz_ r, Y
z 2 _ 3
szj.Tde=—22__rl rzz_
) 2 | 6
Carico distribuito parabolico
r,(z)= Az* + Bz 1 y
3 2
T, = AL _BEL
3, 2 |
M, =-A-L —BZ z
12 6

Sugli aerei le azioni assiali sono rilevanti solo nelle manovre o in particolari
punti. Sulle pale dell’elicottero invece, le azioni assiali sono rilevanti sempre.

I momenti flettenti sugli aerei possono essere distribuiti (poco frequenti) o
concentrati (frequenti: motore a sbalzo).

E bene osservare che le leggi differenziali trovate sono indipendenti
dall’orientazione della terna (pur di rispettare le convenzioni); € inoltre ovvio il
fatto che, pur potendo i diagrammi delle azioni interne cambiare da un sistema
di riferimento all’altro, le azioni risultanti sulla struttura dovranno essere
univoche.
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Travi tridimensionali

La struttura di una semiala viene rappresentata da una trave incastrata ad una
estremita.

Se la struttura e isostatica il calcolo delle azioni interne non risente della forma
della sezione e della distribuzione dei carichi esterni.

Per semplicita supponiamo che la sezione sia rettangolare e costante lungo
I'apertura.

Consideriamo un carico triangolare sulla generica sezione. La prima cosa da
fare e scegliere un sistema di riferimento, cioé scegliere I'origine, il verso e la
posizione dell’asse z sulla sezione generica:

Scegliamo l'origine dell’asse z sull’estremo libero. Dobbiamo determinare su
una generica sezione la risultante ry del carico p, per poi integrare ry lungo
I'asse z per ottenere la risultante del carico esterno sulla trave.

Consideriamo positive (cioe dirette come gli assi) le azioni agenti sulla faccia
positiva, cioe quella che ha I'asse z uscente.

Otterremo le seguenti azioni interne:

dT, = —rydz

y

dM, =T, dz

queste non dipendono dalla posizione dell’asse z sulla sezione, quindi non é
stato necessario finora scegliere il punto della sezione per cui passa l'asse z.

Il momento torcente M, dipende invece dalla posizione dell’asse z.

Per determinare gli sforzi con la regola

4

o=—"
A

T M, M,
+—= X
JX
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dobbiamo valutare le azioni interne rispetto agli assi principali d’inerzia.

Se usiamo assi paralleli agli assi principali d’inerzia, taglio e flessione non
variano, quindi possiamo ricavare gli sforzi, varia invece il momento torcente.
La sezione presenta due modi distinti di muoversi: i movimenti di flessione e
taglio avvengono attorno agli assi principali d’inerzia e quindi attorno al
baricentro, il momento di torsione avviene attorno al centro di taglio che non
necessariamente coincide con il baricentro.

Non esiste quindi una scelta degli assi di riferimento che vada bene per
entrambi i movimenti.

Nel nostro caso andiamo a vedere diverse scelte del sistema di riferimento,
tutte perfettamente lecite.

I scelta.
Ipotizziamo di posizionare l'asse z sul centro della sezione, non

possiamo parlare di baricentro perché non sappiamo nulla su come
e fatta la sezione della trave.
Andiamo a calcolarci le azioni interne:

1
ry = PC i

T(z) z 1 1 .
J‘dTy :j——pcdz = T,(z)=->pcz IS
! 2 2

0 !
!

M,(2)

J'dMX :ITydz = Mx(z):—1 pcz’
M 0 4

x0

Asse z

Il taglio € lineare &€ decrescente lungo I'asse z, mentre il momento
flettente sara parabolico e decrescente lungo I'apertura della trave.
Il carico distribuito ry lungo I'apertura determina un momento
torcente distribuito lungo z, che sara



11 scelta.

111 scelta.

Le azioni i
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Ipotizziamo questa volta di posizionare l'asse z sul lato sinistro
della sezione. Il calcolo del taglio e del momento flettente non
cambia, quindi i risultati ottenuti in precedenza sono ancora validi.
Cambia il momento torcente perché é variato, rispetto a prima, il

braccio.
Il momento torcente distribuito sara:

Im,|=rb= ry(%cj =% pc?

Il momento torcente sara:

MZ(Z) z 1
dm =Imdz = M,(z)==pc®z
,=]m, (2)=<p — s

0 0 "\
Il momento distribuito
e discorde al Momento
torcente

Ipotizziamo infine di posizionare l'asse z sulla verticale della

risultante ry. Il calcolo del taglio e del momento flettente non
cambia, quindi i risultati ottenuti in precedenza sono ancora validi.
Cambia il momento torcente perché e variato, anche questa volta,

il braccio.
Il nuovo momento torcente distribuito sara:

‘i'\'
SIS
Im,|=rb=r0=0
Il momento torcente sara banalmente nullo, ' '
I 2 .
3%
M,(z)=0 |

nterne sono state calcolate facendo equilibrio ai carichi esterni che

restano gli stessi nelle tre scelte, quindi i tre sistemi ottenuti sono equivalenti
anche se le espressioni sono diverse. Otterremo diagrammi diversi ma su una
data sezione i tra metodi mi danno le stesse azioni interne.
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Supponiamo di prendere in considerazione un cassone. |l cassone € una
struttura che assorbe anche le forze che non agiscono direttamente su di esso.
Possiamo pensare di rappresentare la struttura come una trave su cui agiscono
due carichi distribuiti differenti, ma costanti lungo I'asse z.

N
N
N
N

La risultante totale sara la somma delle singole risultanti, cioe

rn=pcC

3
r,==pc

rh=n+r, = 1
o r2=§pc Y2

il taglio e il momento flettente saranno dati dall’'integrazione lungo lI'asse z, si
ottiene

I momento torcente sara ottenuto dall’integrazione della somma dei due
momenti distribuiti, che sono discordi. Si ha

c ¢ 1 , 1 , 1
mz:mzl+m22:r1§_r2§:§pc —EPC :ng

2

T I UCSR J
Mz_i—mzdz_g—gpc dz_—gpc z

Se il carico p non e costante lungo la trave, e supponiamo che la dipendenza
sia lineare, si ottiene:

p=A+Bz ry:%pc

il taglio e il momento flettente diventeranno:
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T, :J.—E pcdz =—§cJ'(A+ Bz )dz Z—EC(AZ+EBZZJ T, =—§c(Az +lezj
72 23 2 2 2 2
M, =[T,dz :—ECI(AZ o1 Bzzjdz :—ECGAZZ i1 Bz?’) M, =—§c(3Az2 i Bz3j
5 2 5 2 2 \2 6 2 \2 6

infine il momento torcente diventera,

M :I—Epczdz:—lczj‘(AJrBz)dz:—lc2 Az + LB’ M, = —1c? Az+Lgy?
’ 3 3 3 2 3 2

z
0 0

Ala trapezia (corda variabile)

Questo caso prende in considerazione il fatto che la corda non sia costante
lungo l'asse z, quindi ¢ dipende dalla variabile z. La dipendenza sara lineare e

facilmente calcolabile tramite la relazione: c
i

c(z)=c +CiICez:C+Dz

e

ipotizziamo che il carico p sia variabile lungo z e che la
risultante totale sia quella dell’esempio precedente.
Si ottengono i seguenti carichi interni: z

Ce
z z 2 3
T, = !‘% pedz = —%!(m Bz)(C + Dz)dz T, = —%(ACZ +(AD + BC)Z?+ BD%j
z 2 3 4
M, =[T,dz M, =—>| AcZ +(AD+BC)% +BD L
) 2|72 6 12

z 1 1Z
M, =E|;—§ pczdz=—§j(A+ Bz)(C + Dz)’dz

0

2 3 4
M, = —%(ACZZ +(BC? + 2ACD)Z?+ (AD? + ZBCD)%+ BD’ %j

Quando abbiamo un’ala rastremata bisogna stare molto attenti all’asse che si
sceglie per il calcolo delle azioni interne. Infatti, si puo scegliere il bordo
d’attacco o di uscita solo se essi sono perpendicolari al piano delle sezioni, se
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non lo sono si commette, nel caso si scelgano, un errore che e proporzionale
all’angolo fra il bordo e il piano della sezione.

Oppure si puo scegliere un qualunque asse perpendicolare alle sezioni, ma che
tenga conto della variazione del braccio del momento torcente al variare della
corda.

Portiamo ad esempio un’ala con bordo d’attacco perpendicolare & facciamo due
scelte differenti: la prima posizioniamo l'asse z sul borda d’attacco
perpendicolare; la seconda posizioniamo l'asse z alla fine della sezione esterna
dell’ala.

o(z)=c, + 5 Ice z=A+Bz

I scelta: A:-\T

1 1
r=>Pc=2 p(A+Bz)

Cj

3 1 1_.,
T, _J'—rydz_—a p(Az+EBz j

M, = [T,dz = —% p(AzZ +%Bz3)

Ce

1 1 1
m =—=pc-=c=-—=plA? + 2ABz + 22
Zp 3 Gp( )

M, = _[—mzdz :% p(Azz + ABz? +%Bzz3j

Il scelta:
il taglio e il momento flettente non S
cambiano, non dipendendo dal

. . C
braccio, che non vale piu b=§, ma

questa volta dipende dalla variabile z.
Il braccio segue una regola del tipo:

dove I

Con questa relazione si ottiene il I
nuovo momento torcente. I




Strutture e Materiali Aerospaziali | 21

Calcolo di Iperstatiche e Spostamenti

Per risolvere le strutture iperstatiche usiamo il PLVC. Bisogna stare attenti nel
valutare [I'effettiva labilita o iperstaticita di una struttura. Ad esempio
un’ordinata di una fusoliera e in equilibrio pur non essendo vincolata da
nessuna parte, allora si tratta di una struttura labile o sei volte iperstatical?

Se la struttura é isostatica, calcoliamo le azioni interne senza considerare le
caratteristiche della sezione e del materiale, e poi ricaviamo subito gli sforzi.

Se la struttura € iperstatica il calcolo delle degli sforzi e degli spostamenti
dipende dalla deformabilita della struttura, a causa dei vincoli presenti.

Ad esempio un tavolino con tre gambe € isostatico e poggia su tutte e tre le
gambe. Ma se le gambe sono quattro, la quarta gamba non poggia
perfettamente, se non esercitando una forza sul tavolo che produca delle
deformazioni.

Andiamo a vedere alcuni semplici esempi, che ci chiariranno il metodo per
calcolare sia le iperstatiche che eventuali spostamenti delle strutture prese in
esame.

Come prima cosa dobbiamo identificare il sistema reale (che é legato agli
spostamenti) e il sistema fittizio (che e legato alle forze).

Se vogliamo determinare una componente di spostamento applichiamo una
forza fittizia (unitaria) nel punto scelto e concorde con lo spostamento.

Esempio 1

Prendiamo in considerazione una trave, lunga |, incastrata ad un estremo e
caricata in mezzeria da una forza F. Vogliamo determinare lo spostamento sy
dell’estremo libero.

1/2 T 2

Cominciamo con il distinguere i due sistemi, reale e fittizio, calcolando le azioni
interne per entrambi.

0 O<z<%
SR T, = I
FJ( TyT F E<Z<I
(17
M. S 0 O<z<|—
x <7 M = 2

X F[z—lj I—<z<|
2 2
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y
M/ =-1.7 O0<z<l

X

SF T Tl T =-1 O<z<l

A questo punto dobbiamo uguagliare il lavoro esterno infinitesimo con il lavoro
di deformazione, che avranno rispettivamente le seguenti espressioni:

TT, M’
A, =1s, él_d:j VX+M dz
GA,  EJ

X

Nell’espressione del lavoro di deformazione mancano gli altri termini, poiché
siamo in uno stato piano di sforzo, in piu andiamo a trascurare anche il termine
in cui compare il Ty supponendo I'asta “snella”.

Il lavoro di deformazione diventa,

’ |
X XdZ:I L= _F_+
EJ , EJ EJ 3
2

(- L[ 5
EJ,| 48

e

—l-z-F(z—Izj 1 3 5
d [ ‘ FIZ—} = oL
x 4

2

Esempio 2

Calcolo della reazione iperstatica.
Vogliamo calcolare la reazione iperstatica di una struttura cosi fatta:

1/2 F

Per determinare l'incognita iperstatica applichiamo una forza fittizia (unitaria)
concorde con l'iperstatica, e andiamo a costruirci i due sistemi:
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SF 1
Ty

2
' 1]‘&:( % 0 0<z<|E

Questa volta il lavoro esterno sara banalmente nullo, dato che non c’e
spostamento. Anche qui trascuriamo il lavoro di deformazione dovuto al taglio,
facendo I'ipotesi di trave snella, quindi si ottiene

{Fz—X(z—lzﬂ(—z+lzjdz:Ein{lezz+(%l—XI)Z—22+(X —F)Z—?jll =0

2

Xdz=
EJ EJ

X X

| '
éLd:J-MXM 1
0

[ [ S——

X =>F

Dato che nel SF la trave ha azioni interne nulle per 0<z<lI|/2, possiamo traslare
I'origine dell’asse z in mezzeria.

Esempio 3

Calcolo di due reazioni iperstatiche.
Vogliamo calcolare le reazioni iperstatiche della seguente struttura:

172
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La struttura € due volte iperstatica, dovremo applicare due volte il PLVC per

ottenere due equazioni nelle incognite X e Y, dovremo quindi costruire due
sistemi fittizi distinti.

-Y O<z<—
T, = F-Y l<z<—
SR 4 2
Fl <+ FoX-Y '§<z<|
I T T -Yz O<z<l
X Y 4
M, = —W+Fz—l l<z<l
4 4 2
—Yz+Fz—l —Xz—l l<z<|
4 2 2
0 O<z<—
L
SFXx Ty: 0 _<Z<E
-1 —<z<l|
1 47—%
0 O<z<—
4
M, = 0 —<z<l
4 2
—L(z—lj -L<z<l
2 2
-1 O<z<—
T, = -1 %<Z<&—
SFy -1 —<z<l|
47—%
-1-z O<z<—
T .
M, = -1-z —<7<—
4 2
-1-z l<z<|
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Anche questa volta il lavoro esterno sara nullo, dato che non c’e spostamento.
Anche qui trascuriamo il lavoro di deformazione dovuto al taglio, facendo
I'ipotesi di trave snella, quindi si ottiene per il primo sistema fittizio:

oo g

Risolto l'integrale si ottiene un’equazione nelle due variabili X e Y, questa va
messa a sistema con I'equazione ottenuta dal secondo integrale:

M!M, 1
dz=
EJ EJ

I
gy :_[
0

X X

N | —— —

X

| |
A —ij;MXdz—j(—z)(—Yz)dz+j'(—z ~Yz+ F(z—lj dz+lj(—z —Yz+F(z—lJ—X(z—lj dz=0
A=V ) ! 4 ! 4 2
4 2
Il sistema tra le due equazioni ci da i valori delle due iperstatiche.
Le due incognite iperstatiche non sono disaccoppiate perché entrambe

generano una flessione, quindi si scambiano del lavoro. Per questo sono
presenti entrambe in ciascuna equazione di congruenza.

Matrici di Rigidezza e Flessibilita

IL PLVC ci consente anche di determinare le matrici di rigidezza e flessibilita,
che legano forze e spostamenti in un punto della trave.
Definendo un punto della trave e le sue componenti di spostamento, la matrice

di rigidezza lega sy e 0, a Fy e My:
F, _ ky Ky []s,
M X k21 I(22 ex

FyI *la matrice di rigidezza e simmetrica, cio
porta a capire che kio=Kko;.
y

In realtad quello che sappiamo calcolare non e la matrice di rigidezza, ma la sua
inversa, la matrice di flessibilita, perché sappiamo determinare gli spostamenti

a partire dalle azioni interne.
Syl _[Cn Cw F,
Hx CZl C22 M X

Anche la matrice di flessibilita € una matrice simmetrica con c1>2=cC»1.
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Determiniamo i coefficienti della matrice di flessibilita nel caso di una trave
lunga | incastrata per un suo estremo:

Fs
S_>F1 >
=]

V4 S3

1l

Da notare che s3; e F3 sono una rotazione ed un momento. Avendo tra
spostamenti e tre forze la matrice di flessibilita sara:

F = T, =F
, = T,=-F, M,=-F,z
F, = M, =-F,

Andiamo a determinare i coefficienti della matrice [C]:

il coefficiente ci1;1 € lo spostamento causato dalla forza F;, vuol dire che il
sistema fittizio € dato da una forza unitaria nella direzione di Fi, il sistema
reale € quello che causa la forza, quindi € sempre Fi:

SR SF
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Allo stesso modo il coefficiente ci> € lo spostamento di s; per F, il sistema
fittizio € sempre 1 con direzione Fy, il sistema reale e F;:

SR SF

o, =15, 5|_d:IE'_dz=o = 5, =0-F,

sappiamo che la matrice € simmetrica quindi anche c21=0.
Con il medesimo ragionamento si vede che, essendo F3z discorde a Fi, e di
conseguenza al suo sistema fittizio, anche c;3 e c3; saranno nulli:

C3 =Cqy = 0

Il coefficiente ¢, € spostamento in direzione y s, causato da F», si ottiene:

SR SF

F2 l 1

oL, =1 é].dzlj( FZ)( )szzo

se l'asta €& abbastanza snella possiamo eliminare il primo addendo
dell’integrale, ed avere

37! 3 3
o, = 1F,z :lel = s, = I ,
3 EJ, o 3 EJ, 3EJ,
|3
3EJ,

Cp =
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Per il coefficiente c»3 si ha:

SR SF
Fs 1
| 2 2
-F-(-z F.l I
A, =1s, dy=] 7y, R , = s
o EJ, 2EJ, 2EJ,
|2
C,, =
® 2EJ,
|2
Per la simmetria della matrice possiamo dire che anche c,, = 2E7 "
X
Infine andiamo a calcolare il coefficiente c33:
SR SF
Fa 1
|
F, (-1 F.l |
A, =1s, o= s g, F - F
o EJ, EJ, EJ,
o — [
33 EJ,
la matrice di flessibilita sara,
|
— 0 0
EA L— Non é detto che tutti i
3 |2 ] termini della matrice
[C]: 3EJ. 2EJ siano positivi, questo
5 X dipende dalla scelta degli
0 I I assi di riferimento.
2EJ . EJX Certamente sono positivi

quelli della diagonale
principale.
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Guardiamo un altro esempio di costruzione della matrice di flessibilita.
Supponiamo di avere un sistema costituito da due aste, cosi fatto:

i
i

S0 EAARAA 000

S0 EAARAA 000
PRI

R

Vogliamo calcolare la matrice di flessibilita dell’estremo libero, dove agiscono 4
forze che producono gli spostamenti segnati in figura, da questo possiamo
capire che la matrice di flessibilita sara:

Sl Cll ClZ C13 C14 Fl
S2 — C21 C22 CZS C24 I:2
s3 C31 032 C33 CS4 F3
s4 C41 C42 C43 C44 I:4

Con i sistemi di riferimento scelti, andiamo a trovare le azioni interne
suddividendole sulle due aste.

Fi:
(2) Tz_Fl
1 T,=F M,=-Fz
—>
Fi
F2:
(2 T,=-F, M,=-F,z
T @) T,=-F, M,=-F,z M,=F;b

F2
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Fi:
(2) M, =-F
(1) Mz = F3
/
-
,
Fa:
. 2) M, =-F,
M

Andiamo a calcolare i coefficienti c; della matrice di flessibilita, costruiamo il
sistema fittizio 1:

SFi:

(2) T/=1
1 T/=1 M| =-z

Il coefficiente c411 € dato da,

b a M’M b a 2 3
oL, =1-5, éld=jTZTz 2+ | LT MMy dz=jidz+ LR R ]
EA GA  EJ EA 4 EJ, EA 3EJ,

0 0 y 0

Si fa l'ipotesi di asta b al
snella e si trascura il Ch=—1
termine. EA  3EJ y

Il coefficiente c,2 si ottiene facendo lavorare il SF; con il sistema reale F,, ma
si nota facilmente che i due sistemi sono disaccoppiati, quindi tutti i prodotti
all’interno dell’integrale risultano nulli, quindi possiamo dire che

C, =Cy =0
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Allo stesso modo, per trovare il coefficiente ci3, si vede facilmente che il
sistema fittizio SF; & disaccoppiato anche con il sistema reale Fz, quindi

C3 =C4 = 0

Andiamo a calcolare il coefficiente c14, Si ha:

tMIM tF F.a’ ?
A,=ls, dy=[2 0 d=[dz=-2 = 5=_2_F,
), By, T 2E, 2EJ,
aZ
14 41 ZEJ

Adesso ci costruiamo il sistema fittizio SF», che sara fatto,

SFs:

2 T)=-1 M, =-z
T 1) Tj=-1 M;=-z M,=b

Il coefficiente c,»> sara dato da:

b 2 a / 2 2 3 3 2
A, =1-s, éld:J. F*+F22 dz+J- F*+F22 + b dz=| 2 +b +ab F,
A E ) 7/Ay EJ, GJ, 3EJ, GJ,

0 y X

a’+b® ab?
2 = +——
3EJ, GJ,

Il coefficiente c»3 si ottiene facendo lavorare il sistema reale SF, per il
sistema reale F3, si ha

b a 2
F F

A, =1-s, 5Id:'[ 3Zdz+j D gy 2, F
VEJ,  1GJ, 2EJ, GJ,

b2 ab
+_
GJ,

Cp3 =Cyp —E

X
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Il coefficiente cz4 si trova facendo lavorare SF, per F4, ma i due sistemi sono
disaccoppiati, quindi
Coy =Cpp =0

Il sistema fittizio SF3 sara:

SF3:

1) M. =1
D

Il coefficiente c33 sara,

/

b

o, =1-s, 4y —J' E dz+j Ry dz = L+i F,
OE‘]X oGJt EJX GJI
_ b, a
¥R, G,

Il coefficiente c34 si ottiene dal sistema fittizio SF3 per il sistema reale F4, ma
i due sistemi sopracitati sono disaccoppiati quindi il coefficiente sara nullo:

Cyy =Cyy =0

Infine dobbiamo costruire il sistema fittizio SF4, che sara
SF4:

2 M;=-1
gﬁu @) ™=
|1

Il coefficiente c44 sara dato da:
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b

a, =1s, d, :I i dz+.[ i dz:aer
2 EJ, 2 EJ, EJ,

c _a+b

a4 T o5

EJ,

F,

Alla fine possiamo scrivere la matrice di flessibilita cercata:

a*+b® ab® b?

ab

+ +
3EJ, GJ, 2], GJ,
b2 ab b a
+ +
2E), GJ, EJ, GJ,
0 0

a+b
EJ

33
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Abbiamo visto fino a questo momento una struttura molto semplice che ha
origine da una linea cioé dalla traslazione di un punto.

Parleremo di trave se la struttura lavora a trazione, taglio e flessione;
parleremo di biella se la struttura lavora soltanto a trazione o compressione.
Se estendiamo questi modelli nello spazio a due dimensioni otteniamo la
piastra e la membrana.

Trave — Piastra Biella = Membrana
1D 2D 1D 2D

Se siamo in grado di calcolare il lavoro di deformazione per una struttura
complessa allora saremo in grado anche di determinare la matrice di rigidezza.

Esempio 4

Vogliamo calcolare le azioni interne della struttura precedentemente vista,
supponendo che su essa agiscono due carichi distribuiti.
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Andiamo a calcolare le azioni interne, partiamo dal vertice A e scorriamo lungo
le due aste. Lungo l'asta (2) si ha,

2

(| D
Q ’ )

_ Y B RPE R L AP
T, MXZ__[Tydz_'[ 2bz dz= 6bZ

Sull’asta (1) abbiamo le azioni interne causate dal carico distribuito ry;, ma
anche quelle trasmesse dalle risultanti delle azioni interne dell’asta (2)
nell’incastro B. quindi possiamo, o calcolare le azioni interne di (1)
considerando tutta la struttura, oppure applicare il Principio di Sovrapposizione
degli Effetti.

Partiamo con il calcolarci le azioni interne di (1) senza pensare a cosa succede
sull’asta (2):

r,—r r,—r
Ty:j—rydz:j -r-2—1tzldz=-rz--2-17°
' ! a 2a

M, =jTy dz=—r—2122 —%23
1 1 a

Ora andiamo a calcolare le azioni interne di (1) causate da (2). Possiamo
trovare che,

r r,
T (b)=—2b M, (b)=--Lb?
yz( ) 2 Xz( ) 6
quindi avro,
T,0=2b = T,(2)=-2b = M, (2)=—"bz
' 2 ' 2 ' 2
M, (b)=—2b = M, (z)="b
2 6 ' 6
Le azioni interne dell’asta (1) totali saranno:
Lh—n _» n
=——=—=7"-1nz——b
& 2a T2
Mx :_uzs_izz _ibz
' 6a 2 2
M, = 1p?
6
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Matrice di Rigidezza

Riprendiamo la matrice di flessibilitd trovata per I'estremo libero di un’asta
incastrata. Essa era fatta nel seguente modo:

L
Sl EA 3 2 Fl
| |
S, = F,
3EJ, 2EJ,
S3 |2 | I:3
| 2B), EJ, |

possiamo dare una spiegazione geometrica alla matrice di flessibilita, pensando
che per avere lo spostamento s, abbiamo bisogno di una forza positiva F, piu
un momento positivo Fz, e via tutti gli altri.

Dalla matrice di flessibilita, facendone lI'inversa si ricava la matrice di rigidezza,
nel nostro caso sara,

Anche qui possiamo trovare una spiegazione geometrica, ma al contrario di
imporre uno spostamento alla volta e
per determinare le forze che

quanto fatto prima,
considerare nulli tutti gli altri spostamenti

nascono.

= .
12E),  6EJ,
[K]: O |3 - |2
E 4E
O _GIZJX IJX

dobbiamo
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Matrice di rigidezza di una trave libera nel piano

La matrice di rigidezza di un’asta libera nel piano € una matrice 6x6 che puo
essere divisa in 4 parti distinte.

Fl [ : (s,
F, L s,
i) O
F, ' Sy
F, m v ||s
Fo) L ! (86

Il procedimento che abbiamo usato in precedenza per trovare la matrice di
rigidezza per una trave incastrata, non possiamo piu utilizzarlo poiché la nostra
trave non ha piu vincoli ed & quindi labile.

S Ss
2
S3 Sy Sg
U /
A B

Allora attuiamo un trucco logico, infatti, pensiamo che la nostra trave sia
incastrata per I'estremo A. Se cosi fosse ricadremmo nel caso precedente, di
cui conosciamo gia la matrice di rigidezza.

Ma questa coincide con il blocco IV della matrice totale, perché stiamo legando
(S4,35,Se) a (F4,F5,F5).

Per determinare gli altri blocchi, imponiamo I'equilibrio alla trave:

Fa Fs
Fs fo| U F, Fs
T A B
S S
12EJ 6EJ 12EJ 6EJ
F2=—F5=— S5 + k25:_ k26:

|3 |2 S5 IS |2
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6EJ 4EJ 12EJ 6EJ 6EJ 2EJ]
FSZ—FG—FSIZ |2 35— | 6 |3 I 5 |2 I 6:—|—255+T36
6EJ 2EJ
= Ky =- =

Ky =——
1° I

Abbiamo cosi trovato i coefficienti del blocco I, per simmetria il blocco Il deve
essere uguale.

Non ci resta che trovare il blocco I, ma posso sempre incastrare I'estremo B e
riottenere un’asta vincolata di cui conosco la matrice di rigidezza, con la sola
differenza del verso della forza e dello spostamento orizzontali. Questa
differenza mi porta al cambio di segno del coefficiente Ksg.

Quindi la matrice di rigidezza completa sara:

I
F . 12I 351 6IEZJ 0 12I I3£J 6||523 ;
||, 6E 4B _6EJ 2] ||%
Rl 12 ! 12 1|
F, _EA 0 0 EA 0 0 Sy
F | | s
s 12E]  6EJ 12E]  6EJ ||
Fs O o o |

. 6:523 2IIEJ . 6||52J 4IIEJ

Matrice di rigidezza di una biella

La matrice di rigidezza di una biella la ricaviamo da quella della trave libera
annullando tutti i termini dovuti alla flessione e al taglio.

EA _EA

Fl _ | | S
F,J |_EA EA s,

. . . EA . .
questa matrice non e altro che quella di una molla dove k = infatti

|
e 4\/\/7 _—>
S1 Sy
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Quando si applica il metodo delle forze, se la struttura che si considera €
iperstatica, le equazioni di equilibrio non sono in numero sufficiente, e la
soluzione richiede anche I'impiego di equazioni di congruenza. Queste si
ottengono in genere da formulazioni energetiche, quali il principio dei lavori
virtuali complementari od il teorema di Menabrea, i quali consentono la ricerca
della soluzione congruente fra le soluzioni equilibrate.

Cio richiede o la formulazione di problemi variazionali vincolati, o espressioni
delle soluzioni equilibrate che dipendono da parametri che non alterano
I’equilibrio. Questi parametri sono le incognite iperstatiche che possono essere
impiegate per soddisfare le condizioni di congruenza in problemi variazionali
liberi.

Tuttavia, per le strutture complesse, oggi viene utilizzato quasi esclusivamente
il metodo degli spostamenti, dato che consente formulazioni piu agevolmente
programmabili, e quindi un piu facile impiego dei calcolatori. Vediamo di
seguito l'utilizzo di tale metodo.

Metodo degli spostamenti

Tale metodo presenta il notevole vantaggio di poter essere facilmente
automatizzabile e di non risentire del grado di iperstaticita della struttura in
quanto la congruenza degli spostamenti € gia contenuta all’interno della
scrittura delle matrici di rigidezza delle singole travi.

L’ampliamento a sistemi spaziali non comporta variazioni di principio, ma solo
la riscrittura delle matrici di rigidezza e del vettore coordinate libere inserendo i
termini qui trascurati.

Consideriamo un sistema costituito da un certo
numero di travi, e supponiamo ancora di avere a
disposizione la matrice di rigidezza di tutte le
travi, per ogni trave possiamo scrivere:

i =Ko

dove i=1..n=nr di travi, la barra superiore indica
che siamo nel sistema di riferimento locale.

La matrice K ha dimensioni 6x6 e quindi i vettori F
ed u sono 6x1. Il vettore u rappresenta gli spostamenti degli estremi della
trave organizzati nella seguente maniera:

<l
o

o S
= =
) < >

o
N

>

<

<=
N

R

0
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Uiy € lo spostamento dell’estremo 1 in direzione y.

La prima operazione da eseguire € la rotazione del sistema per mettersi nel
sistema di riferimento globale. Tale operazione viene effettuata tramite la
relazione:

[ cosa sena O 0 0 0

—sena cosa O 0 0 0

0 0 1 0 0 0

@), =[T] v} dove: [T] 0 0 0 cosa sena O
0 0 0 —-sena cosa O

| 0 0 0 0 0 1_

e a € l'angolo formato tra I'asse x del sistema di riferimenti globale e I'asse x
locale della trave (che consideriamo coincidente con I'asse baricentrico).
Si ha quindi (ricordando lI'invarianza del lavoro di deformazione):

A, ={ou}! {F = {ou)" [k} = {ou} [T T [K T Ju}
dacui: [K]=[TT[K]T]

la K cosi ricavata e la matrice di rigidezza della trave i-esima portata nel
sistema di riferimento globale.

L’'ottenimento dell’equilibrio del sistema completo si ha “assemblando” i
contributi delle singole travi. Il filo conduttore pud essere trovato attraverso il
principio dei lavori virtuali. Avendo gia schematizzato le travi attraverso le
singole matrici di rigidezza abbiamo gia soddisfatto alla congruenza interna
della struttura. Il sistema €& percio adesso schematizzabile attraverso dei ‘nodi’
su cui convergono le singole travi e di cui dobbiamo scrivere I'equilibrio. 1l
concetto di continuo & quindi gia sparito (nel senso che tutte le integrazioni
sono gia contenute nella K). Possiamo quindi scrivere I'’equilibrio eguagliando il
lavoro di deformazione al lavoro delle forze esterne (PLV):

il lavoro di deformazione di una singola trave é:

ALy =1{auji {F; = {ouf [K] u}

Il lavoro di deformazione totale € la somma dei lavori delle singole travi e la
matrice di rigidezza totale si scrive considerando il lavoro di deformazione di
tutta la struttura. Si deve pero prima riscrivere i vettori u; e K; ampliandoli alle
dimensioni dei gradi di liberta del sistema per poter avere vettori e matrici tutti
con le stesse dimensioni:

da cui:
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tale lavoro deve essere eguagliato a quello delle forze esterne applicate ai nodi
(notare che nell’assemblaggio le forze scambiate dalle travi, a due a due
uguali, si elidono):

oL, = {ouf' {F}
dall’eguaglianza del lavoro interno ed esterno si ottiene la nota F=Ku.
Tornando alla descrizione del metodo, per ricavare la matrice di rigidezza del
sistema completo si devono assemblare le matrici di rigidezza dei singoli
elementi. Si deve definire cioé una matrice Q; che permette di trovare la
posizione degli spostamenti locali u; nel vettore degli spostamenti globali u.
tale matrice in realta contiene tantissimi zeri e pochi 1.

La matrice Q; ha dimensioni 6x(6n)

la matrice Q; definisce anche la posizione delle forze della trave i-esima rispetto
al vettore di tutte le forze applicate. La matrice di rigidezza nel sistema globale
assemblata dalle matrici delle singole aste si ricava cosi:

g =2 {ouji [KE{ul =2 {ouf" [ff (K@l fu) = {ou)” [Z[Q]? [KK[] j{u}

[k]=2 el [K]le)

e possibile ora scrivere I'’equazione che governa l'equilibrio del sistema (come
gia visto):

(Fi=K}u}

dove F sono a questo punto le forze esterne applicate a i nodi delle travi e u €
il vettore contenente tutti gli spostamenti dei nodi. La risoluzione non puo pero
essere ancora effettuata in quanto la matrice K cosi definita € labile, dato che
non sono ancora stati inseriti i vincoli esterni.

Tali vincoli si concretizzano nel dire che alcuni spostamenti (vincoli bilateri)
sono impediti. Questo equivale ad eliminare dalla matrice K e dai vettori F ed u
le righe e le colonne corrispondenti a tali spostamenti. Il sistema pu0 essere
cosi risolto essendo ora la matrice K invertibile.

In realta possono anche essere interessanti le reazioni vincolari. Per tale
motivo si procede nel seguente modo:

si divide il vettore degli spostamenti u in una parte u_ incognita e una parte u,
nota che rappresenta gli spostamenti dei vincoli:
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alo stesso modo si divide il vettore F in forze applicate dall’esterno F. (che sono
note) e reazioni vincolari F, (incognite):

cosi facendo il legame forze-spostamenti viene riscritto:

I:v _ Kw KvL l'Iv
Fe - KvL KLL uL

dalla seconda riga si ha:

che ci da gli spostamenti incogniti della struttura con cui calcoliamo le reazioni
vincolari:

{Fv } = [va ]{Uv }+ [KVL ]{UL }

Ovviamente il sistema di schematizzazione diventa potente nel momento in cui
si ha a che fare con sistemi di travi in cui si vogliono ripetere i calcoli variando,
ad esempio, le geometrie del sistema. All'interno della matrice di rigidezza
della singola trave sono contenuti tutti i contributi considerati interessanti per
lo sviluppo del calcolo (deformazioni flessionali, torsionali, a taglio ed assiali).
L’'introduzione di tali contributi non modifica quindi il procedimento di
assemblaggio ma solamente il calcolo della singola matrice K. Nel caso si
utilizzino ad esempio delle bielle o delle travi nello spazio, il metodo rimane
inalterato a patto di valutare caso per caso l'espressione della K del singolo
elemento e della matrice di rotazione T.*

Nel caso di un modello a travi, tale metodo coincide con il calcolo agli elementi
finiti; tale metodo, inoltre, tenendo conto anche del lavoro delle forze di
inerzia:

o, =l [m ]{u}

! Si rimanda alla fine degli appunti per due esempi sul metodo degli spostamenti.
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consente di passare immediatamente dal problema statico al problema
dinamico:

] Y+ k|- )

Le strutture composte esclusivamente da bielle vengono chiamate travature
reticolari: si tratta di strutture altamente efficienti (a pari rigidezza pesano
meno), molto utilizzate in passato nelle costruzioni aeronautiche e civili in
genere; la loro scomparsa, in campo aeronautico, € stata dettata dall’avvento
dei pannelli integrati (che racchiudono gia le travi).

Il motivo della loro efficienza e facilmente intuibile; supponiamo di voler
costruire un portale:

a) b) Q O +—

oppure

Lavora a flessione Lavora ad azione assiale

Poiché la rigidezza flessionale di una trave e molto piu bassa della rigidezza
assiale,

EA 12E . . . .

T>> I3J = la struttura b) e estremamente piu efficiente
Nella realta, perd, nelle giunzioni non vengono (
usate cerniere, bensi fazzoletti imbullonati. O O O
Se pero idealmente tagliamo i fazzoletti e O O
inseriamo delle cerniere e la struttura rimane O O O

rigida, non collassa, allora si e sicuri che la
struttura reale si comportera come una travatura
reticolare; questo e dovuto al fatto che, siccome la
rigidezza assiale € molto maggiore di quella
flessionale, le azioni flettenti non fanno in tempo
ad intervenire, sono trascurabili. Se pero la struttura, munita idealmente di
cerniere, diventa un cinematismo, significa che la struttura non puo sorreggersi
senza la flessione e quindi e inefficiente.

Il criterio qui sommariamente descritto rappresenta uno strumento pratico di
notevole importanza per distinguere una buona struttura da una mediocre.

N
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Le strutture Aeronautiche
Introduzione

Da un punto di vista strutturale, I'ala e la fusoliera sono considerate travi. La
semiala, in quanto “mensola” incastrata € una struttura isostatica, e cio pone il
vantaggio di poter ricavare tutte le azioni interne, sezione per sezione, senza
aver posto alcun vincolo sulla forma della sezione (il profilo alare). Noti gli
sforzi in ciascuna sezione, si puo procedere al dimensionamento della stessa in
funzione dell’apertura.

Si puo ritenere, con buona

approssimazione, che la portanza sia una /7 Distribuzione reale
forza distribuita uniformemente sulla W T
superficie. Il massimo del momento e

flettente € ovviamente alla radice. 7 T

In generale, queste forze aerodinamiche
generano anche un momento torcente, il
che pone il problema di stabilire rispetto a quale asse.

In fase di progetto, non avendo ancora definito la sezione, bisogna riferirsi a
un sistema d’assi qualsiasi (gli assi principali d’'inerzia non sono ancora stati
definiti), convenzionali.

La torsione provoca una rotazione cabrante della sezione (il centro
aerodinamico € avanzato in corda rispetto al centro di taglio), maggiore via via
che si procede in apertura.

Il fenomeno pone dei problemi notevoli: una perturbazione (raffica) puo
aumentare la portanza, aumentando la torsione e cosi via, tanto che, se la
velocita e superiore ad una velocita critica, si puo avere divergenza torsionale
(é una instabilita statica caratterizzata dal fatto che il momento stabilizzante &
inferiore al momento destabilizzante). Tale problematica € scritta storicamente
passando dall’ala biplana (con elevatissima rigidezza torsionale) all’ala
monoplana.

Problemi simili sono posti dall’instabilita dinamica (flutter): a velocita superiori
di quella critica la struttura oscillante (I’'ala) assorbe energia continuamente dal
fluido (le forze aerodinamiche non sono conservative e quindi il lavoro lungo
una linea chiusa € diverso da zero) e si hanno oscillazioni divergenti, fino alla
perdita delle ali.

A velocita inferiori a quella critica, I'effetto smorzante generato dal materiale é
sufficiente ad attenuare le oscillazioni.?

Tutte le manovre simmetriche (virate corrette, richiamate, ecc.) coinvolgono
una distribuzione di carico tale e quale a quella gia vista, semplicemente
moltiplicata per un certo fattore (fattore di carico).

Nel caso di manovre non simmetriche, bisogna tenere conto anche delle forze
di inerzia e della distribuzione asimmetrica della portanza. La struttura viene

2 Sj osservi che gli effetti torsionali non sono solo relativi all’ala. La presenza di piani di coda,
infatti, pud produrre torsione sulla fusoliera.
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progettata pensando alle condizioni di carico piu critiche (virate, rollio,
richiamate strette, raffiche, atterraggio, ecc.); in genere, i progettisti prendono
in considerazione diverse decine di condizioni di carico.

L’ala biplana e un ottimo esempio di efficienza strutturale aeronautica. Coniuga
infatti un’ottima rigidezza torsionale e flessionale (la sezione si estende
praticamente dalla prima ala alla
seconda) con una grande
leggerezza.

L’evoluzione non é stata quindi
dettata da motivi strutturali, bensi
dall’laumento della velocita, il che
significa ricerca di minori
resistenze parassite ma anche

centine

molto piu carico alare (gocvz).
S longherone

Questo fatto ha obbligato i
progettisti a ricercare nuove puntoni
soluzioni  costruttive e nuovi

materiali. L’aumento di velocita é

stato a sua volta reso possibile dal

miglioramento dei propulsori.

Il problema, passando all’ala monoplana, e stato quello di ottenere comunque
una buona rigidezza torsionale; in parte si sfruttava la rigidezza torsionale dei
longheroni, in parte altre soluzioni: ad esempio porre al posto delle centine
tradizionali degli elementi a +45° (traliccio geodetico).

Piu avanti, un contributo sostanziale alla rigidezza torsionale e stato fornito dal
rivestimento alare (i primi tempi in legno compensato con fibre a +45°).

Se il rivestimento € di alluminio, il rivestimento da un contributo sostanziale
anche alla flessione, creando cosi una struttura a semiguscio (con semicentine)
il longherone viene a scomparire
del tutto e non vi é piu separazione
tra le parti aerodinamiche e quelle
strutturali.

Le strutture a guscio/semiguscio
sono costituite da tre elementi

tiranti

fondamentali: i _pannelli, i correnti
ed i diaframmi (le centine).
I pannelli insieme ai correnti

costituiscono i cosiddetti pannelli
nervati (irrigiditi). Tali elementi
sopportano molto bene gli sforzi o,
(momento flettente); le T sono soprattutto sopportate dai pannelli.

La funzione dei correnti & quella di rendere stabile la struttura. E bene
osservare che il grosso del peso della struttura (il 70+-80%) é rappresentato dai
pannelli.
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I diaframmi (le centine) hanno tre funzioni fondamentali:
1. Introducono i carichi concentrati, trasversali, nella struttura (i pannelli).

2. Mantengono la forma della sezione; il numero delle centine deve essere tale
da limitare oltre una certa soglia (stabilita degli aerodinamici) la flessione
della lamiera tra una centina e l'altra (e quindi limitare la deformazione del
profilo alare).

3. Creare dei supporti per i correnti: il carico critico, infatti, per i correnti
caricati di punta a seguito della flessione aumenta diminuendo la distanza
fra le centine (gli appoggi).

Dove i carichi sono maggiori, si hanno diaframmi di forza piu robusti.
Nei veicoli spaziali la parte fondamentale non ¢ il rivestimento ma la struttura

interna. Le verifiche sperimentali sono spesso impossibili quindi il calcolo
strutturale assume un’importanza maggiore.

Negli elicotteri, invece, la parte fondamentale e il rotore che deve fornire una
forza in grado di equilibrare il peso del velivolo. Un elemento molto importante
e il riduttore che trasforma i 3000 giri del rotore in 300 giri per I’elica. Inoltre,
I’elicottero deve poter compiere una manovra di autorotazione, quindi all’'ultimo
stadio del riduttore si inserisce una cerniera libera per consentire la manovra
anche in condizioni di bloccaggio.

L’elicottero presenta molte ordinate e aperture di grandi dimensioni, le pale
sono in fibra di vetro, e non in carbonio, perché altrimenti sarebbero troppo
leggere e renderebbero inefficace I'autorotazione. Le fibre di vetro non hanno
problemi di fatica a trazione quindi sono la scelta migliore per le pale
dell’elicottero.

E pratica comune, nella fase iniziale di progetto, ricorrere a metodi semplici,
come lo schema a travi, e solo a progetto ultimato si procede a raffinare il
dimensionamento degli elementi strutturali mediante il metodo degli elementi
finiti (non ha alcun senso impiegarlo nella fase preliminare del progetto in
quanto richiede gia la conoscenza delle caratteristiche solventi della struttura).
Il metodo agli elementi finiti consente un calcolo piu preciso, e quindi permette
di ridurre i margini di sicurezza e di realizzare strutture piu leggere e piu
economiche. Allo stesso tempo, pero, i rischi aumentano: realizzando un
progetto solo con questo metodo si rischia di commettere grassi errori.

Per questi motivi, nonostante I'indubbio salto in avanti nelle capacita di calcolo
dei calcolatori, lo schema a travi riveste ancora un’importanza fondamentale;
le travi maggiormente impiegate in campo aeronautico (travi a semiguscio)
sono caratterizzate da un rapporto tra il diametro di trave e spessore superiore
a 1000, che, come si suol dire, hanno una sezione estremamente sottile.

Nella deformazione di queste travi, inoltre, la torsione (come abbiamo gia
visto) gioca un ruolo fondamentale.
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Equazione dei flussi sorgenti

Nello schema a travi avevamo determinato che la o poteva essere espressa in
funzione di My, My e T,, come:

z

o=—"
A

T M, M,
+—= X
JX

ma ancora non abbiamo detto niente sulle .
Se andiamo a costruirci I'equilibrio alla traslazione del cubetto infinitesimo di
lati dx, dy e dz, otteniamo le equazioni indefinite di equilibrio:

O-ik/k +FI :O

queste relazioni valgono anche all’interno della trave.
Supponendo che le forze di volume sono trascurabili, cioé che il contorno €
scarico, possiamo scrivere che,

O-xx/x + O-xy/y + O-xz/z =0
yz/z =0

O-zx/x + O-zy/y + O-zz/z =0

Oy =0 = (o, +0o,,+0

notiamo che le ¢ e le t sono disaccoppiate, perché il materiale € isotropo.
Lo stato di sforzo e dato solo dalle componenti agenti sul piano della sezione:

on=0,=0 o, =0

O-ZZ = O- O-ZX = TX O-zy = Ty
le equazioni indefinite di equilibrio diventano,
TX/Z = 0 _
t,, =0 = 7 =0
v divi+o,, =0

z-x/x +Ty/y +0,, = 0

a queste equazioni bisogna aggiungere l'equazione di equilibrio al contorno
della sezione, per esprimere il fatto che le forze esterne applicate sulla
superficie laterale della trave sono nulle, 7-n=0.
Le prime due equazioni del sistema ci danno l'informazione che t € costante
lungo I'asse z. la terza equazione ci dice, invece, che la ¢ € lineare in z. E se il
taglio & costante il momento flettente sara lineare.
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Andiamo a considerare una sezione di trave ed indichiamo una curva chiusa C’
di area A’ sulla sezione.
Vado ad integrare la terza equazione del sistema, si

ottiene:
[divzdA=-]o,, dA o
A A
A!
per il teorema della divergenza, e scambiando
'operatore d’integrazione con quello di derivazione al z

secondo membro, si ha:

0
7-ndC=—-——|ocdA
Jendc -2 fo

c’

Definendo l'integrale al primo membro con ¢, flusso di r attraverso C/
I’equazione diventa:

¢= T Equazione dei
flussi sorgenti

poiché N non dipende da z, se la C' € uguale per tutte le sezioni, possiamo

. . N
passare dalla derivata parziale a quella totale, ¢ = —d—.

dz
N in generale é diversa da T,, perché dipendendo dall'integrale, dipende
dall’area che si sceglie di integrare. Se prendiamo tutta la sezione allora N=T,,
altrimenti compariranno i contributi dei momenti statici, che non sono piu nulli.
Al contrario della formula che ci permetteva di trovare la o, e che valeva solo
nella parte centrale ma non agli estremi, la formula dei flussi sorgenti e stata
ricavata dalle equazioni indefinite di equilibrio e vale anche agli estremi.

Esiste un’altra strada per arrivare all’equazione dei flussi sorgenti.

Prendiamo in considerazione un tubo, dentro la trave, che come superficie
laterale ha quella che si genera
proiettando la curva C’ nella direzione z.

E scriviamo I'equilibrio, di un elementino
di trave di lunghezza dz, delle forze
agenti sulle facce e sulla superficie
laterale:

N+dN—N+I?-ﬁdcdz:O
2

dN+¢dz=0 = (p:—d—N
dz
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: T, M M .
Nella zona centrale sappiamo che a=—z+—xy—J—yx, sostituendo questa

A ], y
espressione nell’integrale di N, si ottiene:

M
N=j T—Z+ﬂy——yx dA=T—ZjdA+M
A J A J

X y

: jydA—&jdi
A ‘Jy A

X

M
N =T_ZA'+ﬂ3; g
A J J

y
X y

e nell’ipotesi che la trave e caricata  solo agli estremi,
dT dM dMm .

=0 =T, L =T, si ha:
dz dz dz

dN _dMm, s, dM, s

dz  dz J, dz J,
S, S,
=T =>xX_1 2%
PTG T

2° forma dell’equazione
dei flussi sorgenti, vale
solo nella zona centrale

Questa relazione vale solo nella zona centrale, in quanto abbiamo usato
I'espressione di o.

Se la sezione varia lungo z, i momenti statici e d’inerzia dipendono da z, quindi
I’equazione dei flussi sorgenti diventa:

Termine di correzione se
la trave e rastremata
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Strutture a guscio

Andiamo ora a considerare le cosiddette strutture a guscio, tipicamente

aeronautiche; per far questo, dobbiamo considerare le seguenti ipotesi:

a) Le pareti delle travi sono estremamente sottili;

b) I diaframmi sono estremamente rigidi nel piano della sezione e
infinitamente cedevoli fuori; inoltre la loro distanza reciproca € tale da
garantire deformazione trascurabile della sezione;

c) Pannelli sottili e correnti esili.

Sezione chiusa

La sezione chiusa presenta un’ottima rigidezza torsionale, dato
che le t possono disporre di un braccio molto grande e quindi
creano, con una piccola deformazione, un grande momento
torcente.

Inoltre, qualunque linea C’' prendiamo, risulta sempre ¢=0
perché ho torsione pura, questo puo verificarsi in due casi:

1) E tutto fermo (questa soluzione & banale e anche sbagliata =

perché M, &€ necessariamente equilibrato dalle ).
2) Le t entranti attraverso la linea sono uguali a quelle
uscenti.

Se prendiamo una linea che coincide con il contorno, interno
0 esterno che sia, troviamo sempre ¢=0, cioé le t circolano
restando sempre tangenti al contorno.

Sezione aperta

Al contrario, la sezione aperta ha una bassa rigidezza torsionale, dato che le
linee di flusso devono, in qualche modo, “tornare indietro”. Concettualmente
poniamo che la rigidezza torsionale della sezione aperta sia nulla; in realta, un
piccolo momento si viene a generare dato che t non e perfettamente costante
nello spessore.

Poiché non abbiamo t lungo il contorno esterno, le t
lungo il contorno interno devono essere anch’esse
tangenti al profilo per avere flusso netto nullo.

Il momento netto delle t € proporzionale allo spessore
della sezione aperta, mentre nel caso di sezione chiusa il
momento é proporzionale al raggio della sezione.




Strutture e Materiali Aerospaziali | 51

sezionechiusa  J, =2za’t* ; ]
t

. 2
sezioneaperta  J, = Enat“ t J,

ta

Per esempio possiamo pensare di avere uno
spessore di circa t=1mm per le ali e t=1.2mm per le
fusoliere. Il diametro per una fusoliera € circa
D=4m, si ottiene:

r=1 o=1000 :>Jt°=3a2=3~106

ta

quindi possiamo affermare che la rigidezza di una
sezione chiusa & di 3 milioni di volte superiore a
quella di una sezione aperta.

Sezioni a C

Nel caso di una sollecitazione di tagli, per esempio nella sezione a | della
figura, le linee di flusso di T nascono principalmente dalle sorgenti nella soletta
inferiore e finiscono nei pozzi della soletta
superiore. Questo perché prendendo delle A
curve C’, che racchiudono Ila soletta (\ r)

inferiore, ci si accorge che il momento VL
statico e negativo in quanto la y sara

negativa, S, :J'ydA. Ed il flusso ¢ risultera

soletta

>
X

positivo, quindi uscente dalla linea chiusa i L L

C'. ES Y\E\ anima

I pozzi e le sorgenti dellanima hanno ‘)) k \

portata molto piccola rispetto a quelli delle U / !

solette, sia per I'esiguo spessore che per le === A T

modeste distanze dall’asse x, che riducono Ty

molto I'entita dei momenti statici.

Prendendo una curva C' che circonda tutta

la sezione si ha banalmente che,

ma S'x € nullo con la scelta di C' fatta, quindi il flusso ¢ € zero. Possiamo dire
che il flusso attraversa I'anima con linee sostanzialmente parallele al contorno
e con portata sostanzialmente costante.

Risulta anche evidente che il contributo dello sforzo tangenziale delle solette
alla risultante Ty € trascurabile rispetto a quello dell’anima.
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Analogia idraulica

L’analogia idraulica serva per determinare I'andamento qualitativo delle t, se il
taglio non é nullo possiamo pensare che il flusso uscente €& prodotto da
sorgenti, e quello entrante finisce in pozzi. Il piano
della sezione corrisponde al fondo di una vasca su
cui sono distribuiti pozzi e sorgenti.

L’'andamento delle 1t nelllanima €& praticamente
costante perché non c’é viscosita né turbolenza, la
zona piu sollecitata € quella corrispondente all’asse
X.

Possiamo notare che taglio e flessione sono
disaccoppiati, perché il taglio & sopportato dall’anima mentre la flessione carica
le zone lontane dal baricentro, cioé le solette. Fortunatamente Tmax € Gmax NON
Si sovrappongono poiché agiscono su zone diverse della sezione.

G max

Tmax

Se la trave ha dei fori, le zone comprese tra due fori sono molto sollecitate
perché c’e una concentrazione di t, infatti, i finestrini di un aereo non devono
presentare spigoli.

Lo sforzo concentrato in uno spigolo €& teoricamente infinito, in realta, il
materiale si snerva e lo sforzo risulta molto elevato ma finito (uno sforzo
infinito e fisicamente impossibile).
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Flussi di taglio

Abbiamo gia visto che se consideriamo le soluzioni centrali, possiamo scrivere:

_ dN
(pz!r-ﬂdC (P:_E NziaZdA

fra le ipotesi fatte, per ricavare queste formule sui flussi sorgenti, abbiamo
anche detto che il contorno sia scarico, cioe che t-n=0. Questo ci ha fatto
capire che il vettore t deve essere tangente alla superficie della sezione.

Nel caso si tratti di una trave si ha:

TZ
O = =4 — —
A J N

z

M, M, S, - Sy
JX

Abbiamo anche incontrato delle sezioni chiuse, e
possiamo dire che se lo spessore della sezione e
grande, o comunque non trascurabile, dobbiamo
tenere in conto dei momenti che si creano nella
sezione a causa dei due flussi opposti.

Ma se lo spessore € piccolo i momenti lo saranno
anch’essi, quindi possiamo andare a considerare la
distribuzione delle t proporzionale alla distanza dal centro. E trascurare il fatto
che t non sia costante lungo lo spessore, ed applicare il risultante in mezzeria.
Introduciamo quindi il concetto di flusso di taglio:

Valore medio di t,
applicato sulla mezzeria
dello spessore

Le unita di misura di q e t sono, [q]:[lk—g} e [r]:{ N =, kgz}
mm mm mm< mm

Lo schema a guscio consiste proprio nel considerare il flusso q al posto della

distribuzione di t.

La differenza tra il flusso di taglio uscente q. e il

flusso di taglio entrante q; € pari al flusso sorgente
¢:

¢=0Q,—0,

Se siamo nel caso di torsione pura, cioe Tx=T,=0 e
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M,#0, ¢ sara nullo e i flussi di taglio saranno uguali. E questo succede anche se
la parete non € molto sottile.

Applichiamo alla nostra sezione chiusa un momento torcente M., nasce cosi
dentro la sezione un flusso che
possiamo andare a calcolare.

La curva a-b é la linea media del
pannello, dove pensiamo applicato il
flusso q, si ha:

d . dS = ZdQ(O)

\y\\\\\\\\\\\\\\\\
St

d'q'dS:sz(o)

dM Z(O) = 2q dQ(O)

b b
M Z(O) = J-2q dQ(o) = ZqJ.dQ(O) = ZqQ(o)

a

M) =202
—__

I formula di Bredt

L'area Q) sottesa dalla curva dipende dal polo se la sezione e aperta, se
invece la sezione é chiusa I'area é proprio quella racchiusa dal pannello.

Infatti, se abbiamo una curva chiusa
e la percorriamo da A a B, |l
momento sara negativo, prendendo
positivo il verso antiorario, al
contrario sara positivo il momento
da B ad A, quindi il momento netto
dipende dall’area differenza fra la AT

prima e la seconda percorsa dal o oo
raggio vettore centrato nel polo O, B
cioé l'area totale.

Il flusso passante nella struttura a

guscio sara:

P
(TP
A A A E
o
A
)
s
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Prendiamo in considerazione una trave a parete sottile. Questa trave € formata
da due lamiere imbullonate assieme, se i bulloni sono serrati, la trave si
comportera come una trave a sezione chiusa, e riuscira senza problemi a
sopportare dei momenti torcenti.

Se andiamo a togliere una fila di bulloni, la deformazione e troppo grande per
poter lavorare a torsione, la trave si comporta come se fosse a sezione aperta.
Se si avvitano soltanto due bulloni, la sezione tiene molto di piu, quasi quanto
la sezione chiusa della trave
interamente  bullonata, e
questo si spiega con il fatto
che il bullone impedisce lo
scorrimento tra i bordi della
sezione aperta. Per
simmetria del tensore degli
sforzi le azioni lungo il taglio
della sezione sono azioni
assiali per la sezione, quindi abbiamo una o prodotta da un momento torcente
M. e non dalle azioni T,, My e My.

Questo fenomeno ¢é detto flessione differenziale.

| bulloni che
chiudono la sezione
lavorano a taglio

L’area Qe che compare nella formula di Bredt & per convenzione positiva, se
percorrendo la sezione nel verso positivo dei flussi, si va nel verso positivo dei
momenti, altrimenti Q) sara negativa.

Struttura a semiguscio

Andiamo ad analizzare la struttura di un’ala. La lamiera sottile deve essere
sostenuta da una struttura interna che le dia rigidita. Si usano i correnti che
sono dei profilati di area trascurabile, e presentano sforzi ¢ elevati e sforzi t
trascurabili.

Il flusso nel corrente e piccolo perché essendo trascurabile la sua area, il
momento statico risulta piccolo. Se l'area e piccola, consideriamo o costante
nel corrente con la risultante N; applicata su di esso:

N, =[ocdA N =0A
A

In questo modo otteniamo lo schema a semiguscio: infatti, ipotizziamo che la ¢
dei pannelli si concentra nei correnti e nei pannelli rimane solo il flusso q.

Il corrente € un punto dotato di area e presenta solo o, il pannello € una linea
dotata di spessore e presenta sia ¢ che 1.

Questo schema approssimato puo essere migliorato aumentando il numero dei
correnti, in modo da avere piu punti della discretizzazione.

Le incognite del nostro problema da ricercare sono le azioni assiali dei correnti
e i flussi dei pannelli.
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Prendiamo una struttura cosi fatta:

2 3

(1) 4
1/ 2) @

4)

(6) () 5

La struttura € composta da 7 correnti e 8 pannelli, indicheremo d’ora in avanti
il numero dei correnti con la lettera n, e il numero dei pannelli con la lettera m.
I nostri dati saranno:

Facciamo una numerazione progressiva dei correnti e dei pannelli, puramente
casuale e a nostra scelta. Per le azioni assiali, le prendiamo positive quando
sono di trazione, negative quando sono di compressione.

Definiamo, ancora, una matrice [] che regola il segno dei flussi che entrano o
escono da un certo corrente, diciamo che:

-1 seilflusso jesce dalnodo i
Bl = B, = 1 seilflusso jentranelnodoi
0 se il flusso jnoninteragisce conilnodoii

nel nostro caso otteniamo una matrice 7x8 cosi fatta;

= 1 2 3 4 5 6 7 8 =
1000001 0] 2
1100000 1| 2
01100000 °
400110000
00000 1-1-1 .
00001-100| ,
000-1-100 0| s
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Nella struttura presa in esame possiamo individuare dei percorsi chiusi. Questi
percorsi chiusi vengono chiamati celle. Le celle che andremo a prendere sono
indipendenti, cioe non sono ottenute dalla combinazione lineare di altre celle.
Nel nostro caso ci sono tre possibili scelte di celle:

(I 33 CIL_

—_—
—

| scelta Il scelta 111 scelta

Per determinare il numero esatto di celle della struttura, possiamo ricorrere al
numero ciclomatico del grafo, che si trova tramite la relazione:

N=m-n+1

Questa relazione, data per calcolare N, va bene se il grafo non é fatto di parti
sconnesse. Se lo € allora la relazione diventa:

N=m-n+r

dove r € il numero di parti sconnesse.

La scelta delle celle € una scelta puramente arbitraria, e nel nostro caso
scegliamo la prima delle tre possibili.

Avendo scelto un verso arbitrario, quello antiorario cioe quello concorde con il
verso del momento torcente M., sia delle celle che dei pannelli, facciamo in
modo da sistemare questi versi introducendo una matrice [a] che descrive i
legami tra le celle e i pannelli:

-1 seilflusso jha verso discorde conla cellak
o] = a,=1 1 se il flusso jha verso concorde con la cellak
se il flusso jnon interagisce con la cellak

otteniamo una matrice 7x2 cosi fatta:

-1 0

0 1

0 1

[a]=| 0 1
0 -1

-1 0
L 1 _1_
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Nel caso di materiali isotropi la determinazione degli sforzi ¢ e t viene fatta in
due fasi successive: prima andremo a determinare le c e poi le 1.
Lontano dalle zone di estremita vale la formula della flessione, cioe

o=- y—

T, M, M,
_+_ —_
A,

supponendo c uniforme su tutta la sezione, I’azione assiale nel corrente i vale:

TZ MX M
N; =c A :KA. + ] Sxi_J_ySyi

X y

dove S, e Syi sono i momenti statici del corrente i-esimo.

A partire da assi generici, calcoliamo il baricentro imponendo che i momenti
statici siano uguali a zero, troviamo gli assi principali d’inerzia imponendo che
il momento centrifugo Jyy sia nullo, sommiamo i momenti d’inerzia delle aree A,
concentrate nei correnti. Chiaramente il calcolo degli assi e del baricentro si
semplifica di molto se la sezione presenta assi di simmetria.

Per determinare il flusso di taglio g; usiamo I'’equazione dei flussi sorgenti:

Sxi_Ti
J .|

X y

a; =_Ty

Se soddisfiamo tutte le equazioni dei flussi sorgenti, garantiamo I’equilibrio alla
traslazione lungo x e y, ma non I'’equilibrio alla rotazione. Le equazioni sono n,
infatti, prendendo una linea intorno a ogni corrente definiamo n flussi g;, ma
queste equazioni non sono tutte indipendenti, solo n-1 lo saranno, perché
abbiamo la condizione che la somma delle portate di tutte le sorgenti deve
essere nulla.

Siamo arrivati alla conclusione di avere n equazioni: n-1 ottenute dalla
scrittura della relazione dei flussi sorgenti attorno ad n-1 correnti, piu una
ottenuta dall’equilibrio alla rotazione di M,.

Ma le incognite sono m, date dal numero dei pannelli.

Sappiamo che fra n ed m vale la regola del numero ciclomatico, cioée
N=m-n+1, quindi possiamo fare una distinzione al variare della nostra
sezione.

Se la sezione é aperta, N € nullo quindi n=m+1. Questo implica che abbiamo

una equazione in piu che non possiamo soddisfare, si tratta dell’equazione di
equilibrio alla torsione, infatti, la sezione aperta e labile a torsione.

Con la relazione dei flussi sorgenti determiniamo tutti i flussi g; e poi possiamo
determinare il centro di taglio con I'equivalenza tra il momento torcente dei
flussi e quello del taglio. Infatti, quest’'ultimo deve passare per il centro di
taglio affinché si abbia equilibrio.
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Se la sezione é chiusa ed ha una sola cella, X=1 quindi m=n. In questo caso il

numero di equazioni sara uguale al numero delle incognite, la sezione sara
isostatica.

Se la sezione é chiusa ma ha piu di una cella, N>1 quindi m>n. Il numero di

incognite sara maggiore del numero delle equazioni, quindi le equazioni di
equilibrio non bastano per risolvere il problema, e bisogna aggiungere le
equazioni di congruenza.

Andiamo a vedere come si scrivono le equazioni di congruenza. Chiamiamo 6 la
deformazione torsionale e supponiamo che 6 vari con I'apertura z, cioé 6=0(z).

Consideriamo due sezioni a distanza infinitesima dz, supponiamo di aver gia
determinato i flussi di taglio g;. Vogliamo valutare la rotazione relativa tra le
due sezioni, cioe do.

Applichiamo il PLVC al tratto di trave dz:

spost. reali forze fittizie
esterni 6, 6+d6 M,=-1, M, =1
, Ty 4 4 Ay A
interne y. =—Y=—L §., =——=7t.
]/J G tJG ql(k) ZQk 17

Il sistema di forze fittizie deve essere equilibrato, quindi applichiamo due
momenti torcenti unitari ed opposti.
Il lavoro virtuale delle forze esterne e,

o, =1-(6+dg)-1-0=1-do

Il lavoro di deformazione sara,
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m
= Z j}/jrjdV
=Ly,
VL Restano costanti sul
pannello j-esimo.

Ay =Dy TV =D r7l it dz
=1 =

ma dato che y,=-=—Lsiha

q; q, 9,4,
It |
Z ZtG dz

it J ¥ =1 7

I flussi fittizi qu devono essere equilibrati, possiamo distribuirli come vogliamo
purché siano in equilibrio con il momento torcente esterno. Scegliamo una cella
k e ipotizziamo che i flussi si distribuiscono solo su questa cella, i modo da

. M
poter usare l'espressione =E:

m LA m I
A =8, = Ldo=Y 0 D yg_ 1 $Ah, 4
1,6 20, 260, S t,

]

i ik

~do_ 1 qu
dz  2GQ, = t

]

Il formula di Bredt

L’espressione ottenuta dipende formalmente dalla cella k su cui stiamo
lavorando, ma siccome la struttura € rigida, indipendentemente dalla scelta
della cella, tutte le 6'x sono uguali.

Sapendo che in una cella possiamo aggiungere un flusso arbitrario q'x senza
alterare I'’equilibrio dei flussi sorgenti, perché esso da un contributo nullo al
flusso netto attraverso una qualsiasi linea chiusa.

Se la sezione ha una cella, le n-1 equazioni dei flussi sorgenti ci consentono di
determinare gli m=n flussi g; a meno di una costante, cioé a meno di un flusso
q" uniforme nella cella.

Questo flusso deve soddisfare I'ulteriore equazione, cioe [I'equilibrio alla
rotazione.

Allora possiamo andare a tagliare un pannello in modo da rendere aperta la
sezione, quindi le n-1 equazioni dei flussi sorgenti saranno sufficienti a
determinare univocamente i flussi di tale sezione. E i flussi della sezione chiusa
saranno dati da:

q; =0) +a,q°
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dove con q’j si sono indicati i flussi della sezione aperta. A questo punto per
determinare l'ulteriore incognita q si impone I'’equilibrio alla rotazione:

)29, +09°2Q, =M,
=1

i
Se la sezione ha piu celle il procedimento e del tutto analogo a quello appena

descritto, con la differenza di avere piu flussi q°, che vengono determinati con
piu condizioni di equilibrio:

m N
219520, + >0, 2Q, =M,
j=1 k=1

Risultante del flusso su un pannello

Supponiamo di avere un pannello e di voler trovare la risultante del flusso.
Costruiamo un sistema di riferimento cartesiano, posizionando l'origine del
riferimento su un estremo del pannello:

Yy
X/
[ _
q | B B
|
|
|
|
A
I, X A
Si ha:

R =

X

qcosads=ql, , R, =ql,

> Sy 0

Se prendiamo in considerazione il sistema di riferimento d’assi x' y’, si ottiene
che:

questo ci fa capire che il risultante € sempre parallelo alla congiungente gli
estremi del pannello, per determinare il suo punto d’applicazione basta scrivere
I’equivalenza dei momenti rispetto ad un polo O,
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Rh :_Efqbds :qibds = qu‘ZdQ =20Q
A A A

glh =29Q

_2Q
O

h

abbiamo determinato la distanza dal polo
arbitrario scelto, ma non esattamente dove si trova. Se ipotizziamo di scegliere
come polo I'estremo A, si ottiene che

la relazione ottenuta ci dice che, se il pannello e rettilineo allora la risultante
agira su di esso, se invece il pannello non é rettilineo allora la risultante
passera dalla parte convessa del pannello rispetto la congiungente gli estremi.

Esempio

Supponiamo di avere una sezione aperta a forma di
C, e supponiamo ancora di avere gia ricavato
I'azione interna Ty agente sulla sezione. Le azioni
assiali sui correnti sono date da:

T M M
N, =LA +—%S ——rS_
i AAI J Xi J yi

X y

Essendo la sezione simmetrica, troviamo subito il b
baricentro, la simmetria € legata ai correnti di area Ty

A e non ai pannelli, che ricordiamo non hanno area.
Il momento d’inerzia Jx, l'unico che ci interessa
sara:

Su
J

X

J,=4An*  q;=-T,

per semplificare i calcoli scegliamo ogni linea in modo tale che attraversi un
solo pannello, cosi abbiamo un solo flusso da valutare in ogni equazione:
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3> .
/ \
O—>—~04
G =~ (- AR)= - AN
' 4AR? 4h , Y :
10| ) O O
T, y ! S
Qe == a2 (- Ah—Ah)= -~ ; R
I B g (O
! \/ iCIl I/— \\ \\ /
= (~ Ah—Ah+ Ah)=-" W)
Qs _4 h? - - + ™ \.,\'\\‘\__b\l\——‘;——-;’///',/
S T ~(3)
se prendessimo wuna ulteriore linea contenente anche il corrente 4,

scriveremmo un’identita, 0=0. Perché il flusso totale uscente é nullo come
anche il momento statico di tutta la sezione.

Per determinare i flussi g; abbiamo usato n-1 equazioni, ci chiediamo se i flussi
trovati sono effettivamente equivalenti all’azione Ty, cioé dobbiamo verificare
che valga Ry=0 e Ry=Ty, si ha:

R,=0qb-qb=0 , R, =0,2h=T,

Per trovare la distribuzione dei flussi non abbiamo dovuto precisare il punto
d’app_lica_lzione di Ty, questo non significa qh_e Ty puo passare per un puntq
qualsiasi, e per trovare questo punto, scriviamo I'equivalenza dei momenti
creati da Ty e dai flussi g;.

Scegliamo come polo il corrente 2 della sezione, si ottiene

Ty X = zijQOj = 2q1901 + 2q2902 + 2q3903

=

—2h
ma dato che Q, =0,Q,, =0,Q, =bh, si ha: T, X
T T,Db
T, -x=2-Lbh="2 = x:E
g 4h 2 2

Il punto trovato é il centro di taglio cioé il punto per il quale deve passare Ty
affinché siano soddisfatte tutte le equazioni di equilibrio.
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Esempio 2
7 o \ \% —i0 ‘.:
Y 3 /_/ q Ch‘ l/_/
2h
SRS Vs ORI
. I
|  O———O———0_ !

Ty
I momento d’inerzia Jx sara:
J, =6Ah?
i flussi saranno:
=g (=g
e __GZYhZ( ") -E—L = g;]
O = (3Ah):_% = g, = ;}
g A,
~q, __6;yhz (—Ah):g_;] ~ q, :_Z_:]

Dalla simmetria della sezione si capisce facilmente che Ty, deve passare sul
pannello 3.



Strutture e Materiali Aerospaziali | 65

Dimostrazione dell’equazione di congruenza

Prendiamo in esame la seguente struttura a tre celle:

Immaginiamo di aprire la struttura ad albero, e a questo punto possiamo
affermare che i flussi g; dei pannelli della sezione chiusa saranno dati dalla
relazione:

N
J— l *
q; =0 +quaik
k=1

A gquesta equazione va aggiunta quella di equivalenza dei momenti:

m m N

D0,2Q; = .04;2Q,; +Z 0 294,

j=1 j=1 j=1 k=1

ponendo Q, =) a,Q,; si ha:

j=1
m N .
M, =>0,2Q,; + 0,29, .
j=1 k=1

Per imporre la congruenza usiamo il teorema di Menabrea, dobbiamo quindi
minimizzare l'’energia di deformazione. L’energia di deformazione €& dovuta
soltanto ai correnti e ai pannelli, infatti, i diaframmi hanno un’energia di
deformazione nulla in quanto per ipotesi sono rigidi nel piano e fuori dal piano
si deformano con sforzi nulli.

L’energia di deformazione sara:

Vd :Vdc(Ni )+Vdp (qj)

dove il contributo dei pannelli pud essere scritto come:
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Da questa relazione togliamo il dz, perché andiamo a minimizzare un tatto di
lunghezza finita e non infinitesima. Il compito che ci attende e quello di trovare
le gk che minimizzano I'energia di deformazione e che soddisfano I'equilibrio
dei momenti. Usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange:

m

~ 1 m X,
RTINS (R e
2 Gt j=1 k=1

j=1

Le nostre equazioni saranno le derivate parziali dell’energia di deformazione
rispetto alle q , e saranno tante quante sono le celle:

al z[zg_' _mkao

oq, ial\ =3 Gt

otteniamo un sistema di N equazioni, con 'aggiunta dell’incognita A, che sara
uguale a:

Poiché la sezione non si deforma nel suo piano, le rotazioni valutate con le N

celle hanno tutte lo stesso valore. L’ipotesi di lavoro di deformazione nullo per i
diaframmi viene quindi confermata.
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Centro di taglio

Una trave schematizzabile a semiguscio, con la sezione aperta, non e in grado
di sopportare, equilibrare, un taglio che non passi dal centro di taglio, ovvero
non puo sopportare un momento rispetto al centro di taglio.

Nel caso di trave a semiguscio con sezione chiusa, il centro di taglio & definito
come il punto di applicazione del taglio che realizza §=0. Ma questo punto, a
differenza del caso a sezione aperta, puo essere definito al di la delle ipotesi di
trave a semiguscio. In altri termini, il centro di taglio della sezione chiusa puo
essere definito, anche per le travi a sezione massiccia.

In tal caso pero, poiché non si ha piu in generale a che fare con rotazioni rigide
(la rotazione varia da punto a punto), bisogna ricorrere a definizioni
energetiche: il centro di taglio € quel punto rispetto al quale, se vi si applica il
taqglio, il lavoro incrociato taglio-momento torcente € nullo.

Il centro di taglio della sezione chiusa coincide con il centro della rotazione
relativa fra due sezioni infinitamente vicine quando l'azione interna e solo il
momento torcente M,.

Dal punto di vista cinematico si puo quindi pensare alla trave a guscio, come
un insieme di sezioni rigide girevoli intorno ad un perno, che ha la rigidezza
flessionale della trave e passa per i centri di taglio delle sezioni.

Le sezioni sono collegate fra di loro da molle, che hanno rigidezza torsionale
pari alla rigidezza torsionale della trave. Pero, il centro degli sforzi normali
della sezione, cioé, il punto nel quale deve essere applicata I'azione assiale
perché non si abbia flessione, € il baricentro, che in genere non coincide con il
centro di taglio.

dz

z z+dz z

0 = [6dz+6(0)
0] p+do 0

Si noti che, mentre e scorretto in generale parlare di rotazione torsionale, in
senso assoluto, & necessario invece parlare di deformazione torsionale; questo
perché il centro di taglio € una proprieta locale, relativa ad una certa sezione
(a meno che la trave non sia a sezione costante); cido non toglie che, dal punto
di vista pratico, il luogo dei centri di taglio deve essere possibilmente una retta
e per giunta passante ad una certa percentuale della corda, per problemi
aeroelastici.
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Ingobbamento (Warping)

Abbiamo detto nelle nostre ipotesi che i diaframmi non si oppongono alla
deformazione fuori dal piano su cui giacciono. Adesso vogliamo studiare questo
fenomeno, cioe di quanto si deformano le sezioni fuori dal piano.

Questo fenomeno é chiamato ingobbamento (warping).

Se chiamiamo s; il vettore spostamento del corrente i-esimo, I'ingobbamento
dipende solo dalla componente z, e avendo n correnti, possiamo avere n
misure.

Sappiamo che bastano solo 3 correnti per definire un piano della sezione,
quindi per determinare se la sezione si € ingobbata, basta verificare che i
rimanenti correnti stanno o no sul piano costruito in precedenza. Quindi ci
restano n-3 parametri.

Supponiamo di scegliere un sistema arbitrario di azioni assiali V|rtuaI| N; e
calcoliamo il lavoro virtuale complementare:

A:iZ::NAisZi =N} {s, |

Se la sezione si ingobba, lo spostamento di un punto ha una parte traslatoria,
uguale per tutti i punti, una parte rotatoria e una parte deformativa:

i
poiché @ A(P -0)=|a

o , lo spostamento che ci interessa sara:
X Yy

X

o > T

S =W, — Xay +Yia, + 0;

il lavoro diventa,

I:: S = ZN —anyN +a Zy,N +Zg N,

L= o, T ta, M
/ Lavoro di deformazione
Lavoro delle forze per
gli spostamenti Lavoro dei momenti
per le rotazioni
Se T,=M,=My=0, il sistema e autoequilibrato e il lavoro € dato solo dalle

le deformazioni misurano proprio

zi 7

deformazioni L=>N,g,=Y'Ns, = g;=s
i=1 i=
I’entita dell’ingobbamento.
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Possiamo immaginare di trovare, per una sezione qualsiasi, n-3 sistemi di
azioni assiali autoequilibrate, e qualsiasi sistema di azioni, combinazione
lineare di quelle trovate, & ancora autoequilibrato.

Per esempio se abbiamo una sezione a 4 correnti, la scelta sara obbligata, in
quanto si avra solo 1 sistema possibile, 4-3=1.

Ma se la sezione € a 6 correnti, per esempio:

=
[¥]

O
O———oON
O

Si avranno 3 sistemi assiali autoequilibrati, 6-3=3.

o
AN ) AN

Si noti come le azioni assiali siano equilibrate.
Numerando i correnti possiamo costruire delle matrici colonne, che descrivono
le azioni assiali autoequilibrate trovate. Si ha:

1 1 0
0 ~2 0
-1 1 0
L= L=y iLi=q,
0 0 ~2
1 0 1

e possiamo anche costruire la matrice nx(n-3) [L], che ha per colonne le azioni
assiali autoequilibrate:

[L]: [Ll’ Ly, Ln—s]

Ricordiamo che facendo una combinazione lineare delle colonne si ottiene
sempre un sistema assiale autoequilibrato.

Adesso andiamo ad introdurre la matrice colonna {y}n-3)x1, fatta di costanti
per scrivere azioni assiali autoequilibrate, possiamo dire che:

{N }nxl = [L]nx(n—S) {T}(n—3)><l
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Il lavoro in forma matriciale diventa,

C={Nf fs, )= (9} L] s,

se introduciamo con {A}, la matrice (n-3)x1, ottenuta dal prodotto

Parametri
d’ingobbamento

il lavoro puo essere scritto come:

A

L={¥}" {a}
Forze J \— Spostamenti
Se la matrice {A} ci da i valori dingobbamento della sezione,

I'ingobbamento e nullo allora {A}={0}.

se
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Tutto quello che abbiamo visto finora vale solo se siamo lontani dall’estremita.
Vicino al vincolo, il risultante, cioé l'azione assiale, il momento flettente e il
momento torcente, non cambia ma i flussi di taglio della sezione risultano
diversi. La correzione che dobbiamo portare, perd non deve alterare la
risultante.

I sistemi che dobbiamo costruire per correggere i risultati dovranno essere a
risultante e momento risultante nullo.

Le azioni assiali saranno anche dei flussi autoequilibrati e in equilibrio con le
azioni assiali, quindi devono soddisfare le equazioni dei flussi sorgenti:

dN,

"=

e dovranno avere M, =0. Andiamo a costruire i flussi uscenti dai singolo nodi,
si ha

[plar= (L) = [l v = L)

dz

queste che abbiamo ottenuto sono n equazioni, ma solo n-1 sono utili, quindi
una la togliamo e la sostituiamo con la relazione M, =0 delle q,

fa}=[A )
Esempio

Prendiamo in esame una sezione a 4 correnti. La giusta disposizione dei flussi,
la possiamo dedurre dall’analogia idraulica, e fra tutte le possibili combinazioni
dobbiamo scegliere quella che da momento torcente nullo. Si ha,

»1/q _/ a

q
d

O \/cl)
Z 1 b

Intuitivamente possiamo pensare che il flusso che entra nel corrente si

distribuisca perfettamente a meta nei due pannelii, q:E, e costruendoci il
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momento torcente rispetto ad un polo qualsiasi, per esempio un corrente, si
ha,

M, =bga—-agb=0

quindi la nostra scelta e corretta.

Esempio

Andiamo a prendere una sezione a 6 correnti, questa volta le distribuzioni
possibili saranno due, ed esattamente:

0.5

»1/0.5 / 0.5
AT VA

N

Si puo vedere facilmente che anche in questo caso si ha M, =0.

z

Esempio

Complichiamo un po’ la sezione,

Dal fatto che il T,=0, sappiamo che le due azioni assiali di destra devono
essere uguali, e cosi facendo accade che anche My=0.
Per avere momento rispetto all’asse x nullo, imponiamo che,

1.200.8 FC FCg o F22
2 T2 c
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Adesso dobbiamo imporre che anche il momento torcente dia nullo, e lo
calcoliamo rispetto al polo (1). Introduciamo un flusso fittizio g, I'unico flusso
della struttura che genera area non nulla per il polo scelto, € quello di sinistra,
quindi si ottiene:

~ab-1+§"(a+ch=0 = § =——

quindi i flussi finali della struttura saranno,

Cosi facendo riusciamo a scrivere la matrice [H]. i flussi della matrice [H] non
devono soddisfare la congruenza, perché abbiamo utilizzato delle forze virtuali,
che sono di per se gia congruenti.

Al contrario quando andiamo a trovare i flussi correttivi, perché stiamo
cercando dei flussi reali, allora la matrice [H] deve tenere in conto della
congruenza.

Eravamo partiti dall'ingobbamento e avevamo trovato la matrice che ci dava gli
spostamenti dal piano iniziale,

Consideriamo la seguente struttura,
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Il lavoro esterno sara,

Lo = N +dNJ s, +ds, )~ G {s,}+ L. (6)

Se il sistema di Ned e autoequilibrato, il Lext(d):o perché la sezione ha un
moto rigido nel piano e i flussi lavorano nel piano della sezione.

L, = N{ {s,}+{N{ {s,}+ N {ds, )+ {aN | {ds,} - N { {s, )
{ } { } { } { }\— ii t}rascura perché é

~ T AT . e . . .
=00 s )0 s} o intesmo

Passiamo a calcolare il lavoro interno, cominciando con il lavoro di
deformazione dei correnti,

Ly = Zn:.[&igidv = Zn:&igiAidz = Zn: N,&,dz = {N }T {e)dz
=Ly i i-1

Essendo o e ¢ costanti sul corrente
possiamo portarli fuori dall’integrale.

Adesso calcoliamo il lavoro di deformazione dei pannelli,

L. °4; q o G;9,1;
* Z\J 7 izlltj SICh JZ;‘ Gt

per poter scrivere il lavoro dei pannelli appena ricavato in forma matriciale,

. . : . X . I
introduciamo una matrice diagonale cosi fatta, dlag(—j :

AT I
L, =1G} diag| — |{q}dz
o =18} QLGJM}
Infine, uguagliando il lavoro esterno a quello di deformazione, si ottiene:

] o 0 - 0 ez« ) il

ds, . : . . :
ma dato che ¢, =¢, = dZI , 1l secondo termine del primo membro e il primo
z

termine del secondo membro si elidono, semplificando la relazione si ha:

] .} = () ] & [l



Strutture e Materiali Aerospaziali | 75

La relazione ottenuta vale per ogni sistema fittizio purché sia autoequilibrato,
ricordando che,

O] = el LT e ) =7 [A]

I’espressione ottenuta diventa,

(@ T s} ) [ gl

tG

ma se la y & regolare allora {¥'}dz = {d¥}, si ha dunque

_ I
LT SZ = H lea (_j
[ ] { } [ ] 9 tG {Q}M Non é stata una
semplificazione

e ricordando ancora che [L] {s,}={A} si ottiene,

(8)=[H] dieg|

tG

AN

Formula operativa

Esempio

Prendiamo la nostra solita sezione a 4 correnti su cui agisce un momento
torcente M., andiamo a trovare le matrici:

2 2 0.5

1 < <

. . Flussi fittizi
Flussi reali

1 -1
W=7t 31
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la matrice d’ingobbamento, in questo caso un valore scalare, sara:

1

1 . M
A=—(-11 -1 1)— :
2( )tG diagla b a b)

2ab

1
1
1
1

_11M, (2b-2a)= M,b-a
2 Gt 2ab 2Gt ab

Se a=b, cioé se la sezione é quadrata, A=0. Se A>0, lo spostamento ha lo
stesso segno di [L]. I correnti che fuoriescono dalla sezione sono quelli che
determinano il passaggio da un pannello lungo ad un pannello corto, se
percorriamo i pannelli nel verso di M.

Nella sezione quadrata i carichi e la forma presentano la stessa simmetria,
rotazione di 90°. Una struttura simmetrica sottoposta a carichi simmetrici da
delle risposte simmetriche e consente di semplificare i modelli e i calcoli.
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Simmetrie nelle strutture

Consideriamo l'insieme delle trasformazioni che portano punti in punti, cioe,
figure geometriche in altre figure geometriche.

Le isometrie sono trasformazioni che
non alterano la distanza tra i punti: si
tratta di spostamenti rigidi (rotazioni e
traslazioni) e di riflessioni. La
riflessione non € uno spostamento ma
solo una trasformazione.

Le simmetrie sono particolari isometrie
che trasformano una figura in se
stessa:

trasformazioni

isometrie

F trasformazione F(I)=I = F & una simmetria
I figura

Ogni figura ha un numero di simmetrie generalmente finito. Tra le
trasformazioni isometriche ce ne sono alcune involutorie: la rotazione di 180° e
la riflessione, queste due trasformazioni applicate due volte riproducono la
figura iniziale, anche se non c’erano simmetrie.

Strutture simmetriche: per definire la struttura dobbiamo dare non solo la
geometria, ma anche le caratteristiche del materiale, e la simmetria deve
valere anche per queste ultime, oltre che per la geometria.

Calcolo statico: vogliamo vedere come risponde la struttura a determinati
input; gli input possono essere delle forze applicate alla struttura oppure
spostamenti imposti dai vincoli, e sono ingenerale dei vettori; possono anche
essere degli scalari se si considera ad esempio la temperatura o la variazione
di temperatura rispetto ad un valore iniziale; gli input possono presentare delle
simmetrie.

Vogliamo capire come sara la risposta se la struttura e gli ingressi presentano
la stessa simmetria. La risposta puo essere fatta da spostamenti, sforzi o
accelerazioni, quindi dei vettori o tensori doppi. La risposta & sempre
simmetrica, perché se applichiamo alla struttura e agli input un’isometria dopo
aver calcolato gli output, otteniamo la struttura e gli input iniziali, in quanto
questi sono simmetrici per ipotesi, quindi i nuovi output saranno uguali ai
precedenti, cioe gli output sono simmetrici.

Vediamo, invece, cosa succede se la struttura € simmetrica ma gli input sono
antisimmetrici. Possiamo parlare di antisimmetria degli ingressi, perché ha
senso cambiare segno a grandezze scalari e vettoriali, non avrebbe senso
invece parlare di struttura antisimmetrica.

L’antisimmetria dei carichi € possibile solo per simmetrie della struttura dovute
a trasformazioni involutorie, cioé riflessioni e rotazioni di 180°.
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=5

Rotazione di 180°
Carico antisimmetrico

Riflessione Riflessione
Carico simmetrico Carico antisimmetrico

Non c’@ modo di ottenere carichi
antisimmetrici con rotazioni di 120°

Rotazione di 120°

Se la struttura e simmetrica e gli input sono antisimmetrici la risposta €
antisimmetrica solo se il comportamento di tutta la struttura € lineare, cioe il
materiale deve essere lineare e gli spostamenti infinitesimi.

Ad esempio, I'instabilita ha un comportamento non lineare: nell’asta sottoposta
a trazione non c’e instabilita, se cambiamo segno alla trazione, cioée
esercitiamo sull’asta una compressione, compare l'instabilita, quindi abbiamo
una risposta del tutto diversa, e non antisimmetrica rispetto alla precedente.
Anche i contatti hanno un comportamento non lineare.

STRUTTURA SIMM.
3 = RISPOSTA SIMM. (sempre)
[ INPUT SIMMETRICO

STRUTTURA SIMM. |
3 = RISPOSTA ANTISIMM. (solo se il

INPUT ANTISIMM comportamento
. ) e lineare o la

simmetria viene
da
trasformazioni

involutorie)
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Supponiamo che xy sia il piano di simmetria:

1° caso: risposta simmetrica:

A

N v
Sy . s,
% S
< J | * )
= v Ox
Sx Oy« Sx
X

79

Gli spostamenti e le rotazioni in figura devono rispettare la simmetria e la
congruenza. Sono stati gia rappresentati in modo tale che siano gia simmetrici,
mi rimane solo di verificare la congruenza, quindi si ha:

s, = =0, =0
A A
R

y T,

M,

< WN R (Tz/w
PN g
£ T,

X

Le forze e i momenti devono rispettare la simmetria, e in figura lo sono gia, e

I’equilibrio, quindi si ha banalmente,

Si nota che, dove lo spostamento e nullo la forza € diversa da zero, se la forza
e nulla lo spostamento e libero. Quindi sul piano di simmetria il lavoro € nullo
perché € nullo o lo spostamento o la forza, quindi non c’é flusso di energia tra

le due parti della struttura.

Se avessimo rappresentato momenti e rotazioni con dei vettori invece che con
delle frecce curve, avremmo ottenuto un risultato diverso e sbagliato, perché
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in realta, un momento non e rappresentabile da una forza ma da una coppia di
forze. Se usiamo un vettore, dobbiamo ricordare la convenzione della terna
destra che con la riflessione diventa una terna sinistra e dovremmo tenere
conto di cio per avere il risultato corretto.

Momenti e rotazioni sono tensori doppi emisimmetrici, le componenti
indipendenti sono 3 e possiamo rappresentarle con un vettore ricordando che
non si tratta di un vettore qualsiasi ma di un vettore coniugato del tensore.

2° caso: risposta antisimmetrica:

ey'L);.y) Y 0.
( W | O

%X Sy

=
Sx

Gli spostamenti e le rotazioni in figura devono rispettare I'antisimmetria e la
congruenza. Sono stati gia rappresentati in modo tale che siano gia
antisimmetrici, mi rimane solo di verificare la congruenza, quindi si ha:

My’&‘;yJ y "
M,
B e O
T AL My
A\ z

Le forze e i momenti devono rispettare I'antisimmetria, e in figura lo sono gia,
e I’equilibrio, quindi si ha banalmente,
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Lo studio della simmetria ci consente di trascurare meta struttura inserendo
dei vincoli in corrispondenza degli spostamenti nulli e lasciando liberi gli
spostamenti in corrispondenza delle forze nulle. In questo modo il calcolo
diventa piu rapido e preciso.

I modi di oscillazione della struttura sono simmetrici o antisimmetrici, usiamo
vincoli di simmetria o antisimmetria a secondo che vogliamo determinare modi
simmetrici e antisimmetrici, il calcolo dei modi si riduce al problema degli
autovalori e autovettori.

Anche per l'instabilita dovuta al carico critico dobbiamo determinare autovalori
ed autovettori, per0 non possiamo usare le simmetrie o le antisimmetrie,
perché l'instabilitd non rispetta I'eventuale simmetria e antisimmetria della
struttura: prima del carico critico l'asta si accorcia e si dilata in maniera
assialsimmetrica, ma raggiunto il carico critico sbanda, perdendo la simmetria
fisica.

Dal punto di vista matematico non ci sono simmetrie perché il fenomeno non e
lineare, quindi non ha senso parlare di simmetrie e antisimmetrie.

Si pud sempre scomporre l'input in una parte simmetria e in una
antisimmetrica:

Cio permette di calcolare solo la meta della struttura: dai vincoli di simmetria e
dalle forze simmetriche si ottiene una soluzione; dai vincoli di simmetria e dalle
forze antisimmetriche si ottiene un’altra soluzione.

Sommando il risultato simmetrico e quello antisimmetrico si ottiene la
soluzione relativa alla meta della struttura considerata. Facendo la differenza
tra i due risultati si ottiene la soluzione della parte non calcolata.
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Calcolo dei flussi di taglio dentro una sezione chiusa

Esempio 1

Prendiamo in considerazione una sezione chiusa a 4 correnti e 4 pannelli (n=4
e m=4). Possiamo calcolare subito le N; azioni assiali tramite la formula,

T M M
N, =LA +—%S, ——XS_
i AAI J Xi J yi

X y

Per determinare i flussi di taglio q;, applichiamo la sovrapposizione degli effetti.
Rendiamo la struttura un albero, cioé la apriamo, e ci calcoliamo prima i flussi
d’; e poi I'unico, in questo caso, flusso q.
Scegliamo di aprire il pannello (4), quindi il
flusso q',=0, adesso dall’equazione dei
flussi sorgenti si ottiene:

S/ S, 2h
=T >x_T1T ¥
0=y 70,
con J, =4Ah?, si ha,
T a
T T g
" _ y Ah —___¥y
% 4Ah2( ) 4h

T, T
A 2Ah)= -2
9 == An? (2An) 2h

T, T
g 2Ah— Ah)=——L
% =2 an? ( ) 4h

Andiamo a verificare che i flussi trovati sono equivalenti a Ty. Si vede subito
che i flussi danno reazioni:

Ty TY
a-—a=0 Ry=—2h:Ty
4h 2h

Ty

R, =—
* 4h
I’equilibrio alla traslazione e verificato.

Dobbiamo verificare I’equivalenza alla rotazione rispetto ad un polo arbitrario.
Scegliamo come polo il corrente 4, ed utilizzando la formula:

n N
Mext(O) = ;2q;90i +kZL,ZQka

si ha:
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Mo =-Tya Qp=ah Qg =ah Qup=0Q,=0 Q=2ah

Ricordiamo che le aree sono dotate di segno, nel senso che, percorrendo il
pannello nel verso positivo di q l'area e percorsa nel verso positivo delle
rotazioni quindi la consideriamo positiva, se invece € percorsa in verso opposto
alle rotazioni la consideriamo negativa.

Invece di considerare le aree dotate di segno possiamo ricavare il segno dei
momenti dai versi dei flussi q.

T T .
-T,a=2——=|ah+2| ——= |ah+0+0+2q 2ah
4h 2h

questo mi permette di scrivere i flussi della sezione chiusa:

L T, T, T,
R ST e Tan
qs—q;+q*——% ;—ry]— ;—;
q4=q*=;—;‘

Esempio 2

La struttura € composta da 5 correnti e 5 pannelli, rettangolare, e scegliamo di
tagliare il pannello 5, in modo da avere q's=0:
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La prima cosa da fare €& calcolare il baricentro e il momento Jx, dato che la
sezione questa volta non é simmetrica rispetto ai due assi:

) _;A‘X‘_Aa+4Aa_a §“yi_3Aa_3a
°T &,  5A ° &, B5A 5
2A 2 A

i=1 i=1

n 2 Y 3 Y 6
3 = Aixf:3A(—hj +2A(_hj _ 8 pn?
le 5 5 5

La sezione comunque resta simmetrica rispetto all’asse y, ora tramite
I’equazione dei flussi sorgenti, scriviamoci i valori dei flussi di taglio della
sezione aperta:

5T, (2 1T
e— ZAh|=-=2
% 6Ah2(5 j 3 h
5T, (.2 2T
A — 2ZAh|=-Z2
%= "5 anz "5 J 3 h
5T, (.2 T
A 3=Ah|=--2
% =5 an 5 j h
T
q; = _§ y2 33Ah_§Ahj = _l_y
6 Ah? 5 5 2 h

Scegliamo il polo 3 per I'equivalenza dei momenti, si ottiene,

Mo =Tya Qg =Qg =Qy =0 Q,=ah Q,=ah Q=2ah

y

M eqa) = 20520, + 290

ext

1T, .
T,a=2 -—-— [ah+2q 2ah
2 h

i flussi della sezione chiusa diventano:
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' * Ty Ty Ty
= =+ = —_—— _ =
Q=%+ 3h 2h 6h
2T, T T
= '—}— *=—_y+_y=__y
b2 =9 +4 3h 2h  6h
T T T
= '+ *:__y _y:__y
d; =d; +q TR
2 * Ty Ty
= + = =4 —=
q, =0d; +9 TRET
T
P
ds =q o
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Si noti come la sezione, essendo simmetrica rispetto all’asse y, ha flussi di

taglio simmetrici, quindi il g4 risulta nullo.
Verifichiamo I'’equivalenza alle traslazioni:

Ty Ty
R,=qa+0,a-q,2a=—a—-——a=0

2h

T
R, =q5h—q3h=—yh—[——y

T
h=T,

Il metodo usato, cioé la scelta di tagliare
un pannello e scegliere le linee chiuse
che lo attraversano, non e ['unico
possibile. Infatti, possiamo prendere la
linea di controllo che tiene al suo interno
un solo corrente, in questo modo
I’equazione che si ottiene, ha sempre due
incognite, il flusso entrante e quello
uscente:

0, — Qs :_TyJ_Xl

q2 _ql :_TyJ_X2

X X

a queste equazioni si aggiunge la solita dell’equivalenza dei momenti,

6h

2h

-3

6h

@

@)

oY

SN

4

()

]3)
, 4
i O

0; -0, = _Ty

J

X

Ty

2%901 + 2quoz + zanos + ZqAQOA + ZqSQOS =M ext

e possiamo scrivere le equazioni in forma matriciale:

SX
== 0, — 0 :_Ty

S

J

X

@)

vl N
—Ql
-
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SX

] ] N
1 0 0 0 -1 |[q, . S,,
-1 1 0 0 0 |la, Y3
0 -1 1 0 0 KOyp= T S,s
0 0 -1 1 0 ||aq, 7,
12Qy 2Qg, 2Q4 2Q, 2Q |(s -T, i“
Mext

Il metodo descritto € semplice da scrivere, ma non lo é altrettanto da risolvere
a mano, perché le equazioni sono accoppiate, I'altro metodo invece e risolvibile
perché ogni equazione contiene una sola incognita (!''questo metodo fa
perdere di vista il risultato, perché dimentichiamo di fare le verifiche!!!).

Esempio 3

Abbiamo una struttura cosi fatta:

2 (1) 1
3 (3)
T O > o,
T, _

Scegliamo di tagliare il pannello 4, quindi g'4=0.
Il momento d’inerzia sara J, =4Ah’, i g' non risentono della forma dei pannelli,

ma solo dalla variazione dei momenti statici. Dall’equazione dei flussi sorgenti
si ha:

T, T
r_ _ A ___y
%= AR (Ah) 4h
T T
' _ y 2 __ Yy
% =~ an? (2h) 2h
T
' =—— _(2Ah— Ah)=-—L
I ( )

I’equivalenza ai momenti ci da:
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2 2

w=-T,(a+h) Qy=ah §202=ah+”hT Q=0 =0 Q=2an+7-

T T, Y 7h? 2
~T (a+h)=2 ——L jah+2| -~ L ah +2q" L 2ah
Y 4h 2h || 2 2

o T (@rh(z=2)
2 da+nh

M

ext

i flussi di taglio della sezione chiusa saranno:

YR T T (a+h(7r—2))
h=Ghrd ==70 " 4a + 7h

_q __ oy y@tfr=2)
b2 =0+ 4 oh 2 da+ah

* y

B Y e

oo Tt
0 T2 da+ah

Esempio 4

Prendiamo questa volta una sezione a due celle cosi fatta:

1 1
& 5
A 44y oo
(3) - re
200

La sezione e simmetrica, per quanto riguarda i correnti, i dati sono:

A=350mm? T, =500kg t=1.2mm

Essendo simmetrica, la sezione presenta il baricentro nel centro della cella
rettangolare. Il momento d’inerzia sara J, =4Ay?=35.10° mm*. Tagliamo i



88 Strutture e Materiali Aerospaziali |

pannelli 4 e 5, quindi si avra che q'4=q's=0, dall’equazione dei flussi sorgenti
otteniamo:

-500
A 50-350)=2.5 kg/mm
LTS 06( ) 9/
-500
- 2-50-350)=5 kg/mm
-500
' =————(50-350)=2.5 kg/mm
% 3.5-106( ) o/

Adesso andiamo ad eguagliare i momenti torcenti, scegliendo come polo il
corrente 3:

n N
-3 2010, + Y200
i=1 k=1
Mext(g) =25000 Qg =10000 €, =3927 Q, =0 €, =20000 €, =3927

Le due aree Qps € Qps non c’interessano al calcolo, poiché i flussi di taglio
passanti per i rispettivi pannelli sono nulli. Infine si ottiene,

5.099, +q, =-8.183
Quest’equazione contiene due incognite, quindi bisogna trovare un’altra

condizione. Questa ulteriore condizione, € data dalla congruenza delle due
celle:

O 2c;Qk ;a.k 'i'
6, :2612 (2003, ~1000, + 2000, +1003,)= oo 1 loodg +)-10da; —q; )+ 200y + o7 )+ 100
0= 2619 r (600g; —100q; +1000)
0, = ZG; | (500, +100g; )= 2012 [57a, +q;)+1000; - )]= o0 (257 —1000; +785)

61=0, = 217.81q, —276.63q, = 588.65
Quest’ultima equazione messa a sistema con quella trovata dai momenti ci da:

g =-1.03 q,=-2.94
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Quindi i flussi di taglio della sezione chiusa saranno:

0, =q; +q, =1.47
g, =d; +9, = 2.06
O; =05+, =147
g, =0, =-1.03

s =, -0, =-191

Andiamo a verificare le risultanti, si ottiene:

R, =200-q,-200-9, =0
R, =100-q, +100-q; —100.9, = -500 kg

Esempio 5

La sezione che prenderemo in esame e a 3 celle, ed € cosi fatta:

100

| dati della nostra sezione sono:
T=8000ky A=250mm* t=1.2mm

Il baricentro della sezione si trova a 60 mm dal lato inferiore, e il momento
d’inerzia &: J, =3-250(40)° +2-250(60)" = 3-10° mm*.

Scegliamo di tagliare i pannelli 5, 6 e 7, quindi si avra che: g; =q; =¢; =0.

I flussi di taglio della sezione aperta saranno:
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8000
 =———40-250) = -26.67 kg/mm
q = —%(2 +40-250)=-53.33 kg/mm

8000
L= 3-40-250)=-80 kg/mm
T ) 9/

i __3?01%2 (3-40-250-60-250) = —40 kg/mm

Adesso andiamo ad eguagliare i momenti torcenti, scegliendo come polo il
corrente 2:

n N
Mext = Zﬂlzq;gm + ézngk

Moz =0 Qy =0, =0 Qg =5000 Q, =5000 Q, =0, =Q, =5000

Le aree Qps, Qos € Qo7 Non c’interessano al calcolo, poiché i flussi di taglio
passanti per i rispettivi pannelli sono nulli. Infine si ottiene,

g, +0; +0; =120

A questa equazione vanno aggiunte le due date dalla congruenza delle tre
celle:

N 1 1 ' * ' * * *
= 20 (L00g, +111.8q, +1118q, )= so0 hoolay + o )+111.8(q; + o7 )+1118(a; —q; |
6, = (303,60, ~111.8q] —14277.4)

b2G6Ot . ?

.1 1 - - .
=360 (111.8q, —111.8q, +100q, )= 260 h118(0; —q;)-1118(q; —q; )+100(g; +qf )
1 . . .

0, = o0 (-111.8q; +323.6q; —111.8¢; —4000)

1 1 . . .
0, = seo (100q, ~111.8q, +111.8q, ) = FQlt(1oo(ql +q;)-111.8(q; —q; )+111.8q;)

. 1 * *
0, = (-111.8q; +323.6q; — 2666.7)

26Ot
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6. =6 = 323.60, —323.6q, =11610.7

0: =60, = 111.8q; —435.4q, +435.4q, = —1333.3
E dal sistema delle tre equazioni ottenute, si ha:
q, =57.93 @, =40.02  q; =22.05
I flussi di taglio della sezione chiusa saranno:

0y =0y + 05 =—4.61
g, =d; +0, =459
O =03 +0; =—22.07
Qs =d; +9, =0.02
Js =, = 22.05

Qe =0 —0, =17.91
d; =0, — 0y =17.97

Si noti come dalla simmetria della sezione si ha che:
9,=0 @,=09, 0§;=0; 0s=0;
Infine andiamo a verificare le risultanti agenti sulla sezione:

R, =100q, +100q, — 50q, —100q, —50q, +50q, —50q, =0
R, =100, +100q, +100q, —100q, = 8000 kg

91
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I Diaframmi

Nello schema a semiguscio i pannelli sopportano delle sollecitazioni tangenziali

T, mentre i correnti solo delle sollecitazioni assiali 6. Un terzo elemento da

considerare e il diaframma:

= Mantengono la forma della sezione (rigidezza nel piano).

= Introducono nei pannelli i carichi esterni concentrati e distribuiti.

= Diminuiscono la lunghezza libera di flessione dei correnti per ridurre i
problemi di instabilita.

Possiamo applicare ai diaframmi lo schema a travi, e lo schema a semiguscio. |
fori del diaframma sono imbutiti per dare rigidezza flessionale, e i bordi sono
ripiegati per permettere la chiodatura dei pannelii.

Per le centine, i diaframmi dell’ala, possiamo anche usare la travatura
reticolare. Usiamo la struttura forata se lo spessore percentuale € piccolo
(eventualmente eliminando i fori), se lo spessore € elevato questa struttura
risulterebbe troppo cedevole fuori dal piano, quindi usiamo la travatura
reticolare.

Le ordinate, i diaframmi della fusoliera, non possono avere una travatura
reticolare perché al loro interno deve passare il carico pagante, quindi
presentano la struttura forata con le piegature esterne per la chiodatura e
quelle interne per la rigidezza.

Se abbiamo un carico concentrato, per esempio un motore appeso sotto l'ala,
dobbiamo considerare le sue azioni (trazione e peso) e inserirle direttamente
sulla centina cui é collegato.

Sull’ordinata dobbiamo mettere i carichi trasmessi dai pannelli, 'ordinata € una
struttura labile perché non e vincolata ed e sottoposta a carichi con risultante
non nulla.

In realta I'ordinata e tenuta ferma dai pannelli. Determinando sui pannelli i
flussi equivalenti ai carichi esterni, sull’ordinata questi flussi cambiano segno,
cioé diventano equilibranti dei carichi esterni, quindi I'ordinata e in equilibrio.

Il diaframma viene studiato libero nello spazio, cioeé viene portato fuori dal

resto della struttura, ma non si muove, pur essendo labile, perché tutte le

forze agenti sono in equilibrio. Lo studio consiste in:

1. Individuare i carichi esterni.

2. Calcolare i flussi g nei pannelli.

3. Inserire i flussi —g sul diaframma e verificare che siano in equilibrio con i
carichi esterni.

Vediamo un esempio di calcolo di diaframmi; nel seguente esempio ci riferiamo
ad un tipo di sezione nota e dalla quale diamo, senza dimostrare, i flussi
equivalenti al carico applicato:
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1.47
G <
v 1.03 100

2.061 1.909
i 1.47
O P

500

200

Sul diaframma avremo i corrispondenti flussi equilibrati:

1.47 | pannello ¢

A

O 1.909 1.03 et
2.061

—  diaframma
Fori di

alleggerimento

1.47
Pannello

Diaframma

Cioe, i carichi sono trasferiti dal diaframma al pannello attraverso gli sforzi
nelle giunzioni, cioé attraverso le forze concentrate nei chiodi.

A questo punto, €& possibile andare a calcolare le azioni interne nel diaframma
trattandolo alla stregua di una trave isostatica (della quale si possono calcolare

93
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le azioni interne senza fra entrare in gioco le proprieta geometriche e di
deformabilita della stessa):

A
NN

50 200

Cominciamo a considerare le azioni interne nella prima porzione di trave
(0<z<50):

B
B
T, / R
2.061 T ~ 12 /'e
|/ z :
M,
A A

T, =-2.061- AB = -2.061-2y/R* - (R-z)’

in particolare T,(0)=0 e T,(50)=-206.1.

Area del T.=0
settore

circolare di M, =-2-2.061-Q
angolo 26

con Q=R*-(R-zhR*-(R-z)*, in particolare si ha M (0)=0 e M (50)=-16187.
Consideriamo ora il tratto finale, cioé 50<z <250:

147 T, =—206.1-1.909-100= ~397
206 1' Ty TZ =147-147=0
I RRA
1,909 | ‘/ z
M

X

M, =-16187-206.1z'-1.909-100z' -2 2 -1.47? Z'

v

in particolare Si ha,
M, (0)=-16187 e M (200)=-125089 .

16187

I diagrammi delle azioni interne sono,
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approssimativamente:

50 250
| ! z
|
| 206.1 i
i
Ty . 397
| | -500
@ i
|
|
5D 250
|
! : z
i i
i
|
My i
!
i

: -125089

Oltre la quota z=250 non abbiamo altre parti del diaframma, quindi per
mantenere in equilibrio tutta la struttura dovremmo applicare dall’esterno,
sulla sezione finale, dei carichi che siano in equilibrio con le azioni interne
risultanti. 1l valore del taglio dopo la discontinuita finale, che realizza
I’equilibrio & dunque: (-379-103-100 = -500).

Bisogna pero sovrapporre, a questi diagrammi, quelli derivati dall’introduzione
del carico esterno (il diaframma €& in equilibrio, rispetto al carico applicato,
grazie ai flussi equilibranti). Il problema che nasce, pero, a questo punto e che
si deve specificare la modalita d’applicazione del carico:

25 ) an
e

500
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500 500
Ty Ty
25 250 100 250
125000 125000
12500 75000
My M
25 250 100 250

I diagrammi effettivi saranno dati dalla sovrapposizione dei diagrammi delle
azioni interne relative ai flussi equilibranti (i primi che abbiamo calcolato) con i
diagrammi delle azioni interne equilibranti rispetto ai carichi applicati:

M

\\ 250 N 250

25
25

Q)

50 100

50 250

Abbiamo visto come inserire dei carichi esterni concentrati, andiamo adesso a
vedere lo stesso procedimento per dei carichi distribuiti.
Sappiamo che q €& costante lungo Ilo

spessore t del pannello, lungo la lunghezza | T z
del pannello, ma anche lungo I'apertura z

dell’ala, quindi il taglio dovrebbe essere ,7J7J/
lineare, invece risulta parabolico. =

In realta il diagramma non & né continuo né AT

parabolico ma €& a scalini, perché tra i due /

diaframmi q e costante per la presenza del
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pannello, ma i due pannelli hanno diversi valori di g, quindi in corrispondenza
del diaframma posto tra di essi si ha un salto finito di g e quindi un salto finito
del taglio.

Il salto nel diaframma é Aq=q, —q,, dal diagramma del taglio ricaviamo il AT in

corrispondenza di un diaframma e quindi il Aq (il AT lo usiamo come se fosse
un carico).

La spaziatura dei diaframmi viene fatta in modo tale che tutti abbiano lo stesso
salto di taglio (in questo modo possiamo dare a tutti i diaframmi le stesse
dimensioni).

Nel caso di pannelli e correnti approssimiamo il diagramma di My come una
serie di tratti lineari.

Percorso delle forze lungo la struttura:

» La pressione agisce direttamente sul pannello (che €& la parte piu esterna
della struttura) ed esercita su di esso degli sforzi membranali (risucchio
dovuto alla depressione tra il dorso e il ventre).

= |1l pannello trasferisce questi sforzi al diaframma, e il diaframma agli altri
pannelli. Nel pannello ci sono quindi non solo gli sforzi t, ma anche le ¢ che
nello schema a semiguscio venivano trascurate, perché concentrate nei
correnti, mentre lo schema a guscio prende in considerazione anche le o, e
il fenomeno non viene piu trascurato.

Il diagramma a scalini potrebbe sembrare un’approssimazione fatta ad arte per
far funzionare lo schema a semiguscio. Questo schema perd, non e tanto
lontano dalla realta, infatti, se la trave fosse infinitamente diaframmata (cioe la
distanza tra i diaframmi fosse infinitesima) il diagramma effettivo, che é a
scalini, seguirebbe un andamento continuo, quindi sarebbe quello
effettivamente teorico.

In ogni caso il diagramma a scalini e la reale rappresentazione dei flussi e delle
azioni interne.
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Scelta fra Centro di Taglio e Baricentro

Come si e gia avuto modo di osservare, il movimento della trave e dato da due
contributi:

= Il movimento flessionale attorno agli assi principali d’inerzia,

= Il movimento torsionale attorno al centro di taglio.

Riprendiamo I’espressione del generico lavoro di deformazione di una trave:

* *

LT C MM T, :
L, - J-LTT MM, MM, TT T, y+MZMZJdZ
0

J, EJ, GA, GA  GJ,
_/ x Azioni scritte nel

Azioni scritte nel sistema
degli assi principali
d’inerzia (baricentro)

sistema del centro di
taglio

Alcuni termini si trascurano a seconda delle ipotesi semplificative fatte (trave
snella, rigidezza assiale molto elevata rispetto a quella flessionale, ...).
Comunque ci ritroviamo con due assi distinti sulla sezione: il luogo dei
baricentri e il luogo dei centri di taglio. Vediamo che errori si commettono
scegliendo un asse piuttosto che l'altro.

T/'y
A AT, A’ A v
M\ M3~ T'« -
M _@._Mz I My e Ao ML
M, NGV ! oY
CG CT CG CT CG CT
(¢B) 2 3)

I tre sistemi sono equivalenti perché fanno equilibrio agli stessi carichi esterni,
quindi hanno stesso risultante ma azioni interne diverse singolarmente. Ma se
passiamo da un sistema all’altro cosa succede?

Scriviamo l'equivalenza tra il sistema (1) e il (2):

T, =T, M, =M;
Ty:Ty’ My:M;
T, :TZ' |V|Z+Tyd =M’

ci si accorge che si valuta in modo errato la torsione, in modo tanto piu
marcato quanto piu lontani sono il baricentro e il centro di taglio, ma
soprattutto quanto piu elevato e Ty.
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Dato che nelle travi aeronautiche la torsione gioca un ruolo fondamentale e Ty
assume valori consistenti, € chiaro che una soluzione di questo tipo e del tutto
inaccettabile.

Passiamo ora a scrivere I'equivalenza tra i sistemi (1) e (3):

T, =T, M, =M/
T,=T) M, +T,d=M]
TZ :TZ” MZ:MZ

questa volta si sbaglia a calcolare la flessione di una quantita che dipende
dall’azione assiale. Poiché nell’ala T, € spesso nulla (tranne che in manovra,
quando agiscono forze centrifughe), questa soluzione é la piu corretta per le
strutture aeronautiche®.

E importante osservare che, anche adottando questa semplificazione, i
momenti d’inerzia nelle formule per il lavoro di deformazione vanno sempre
riferiti al sistema degli assi principali d’inerzia.

Notiamo che i tagli sono sempre corretti in qualunque schema, quindi per
calcolarli ci basta prendere un sistema di riferimento con assi paralleli agli assi
principali d’inerzia.

Il contributo torsionale del lavoro di deformazione, pud essere sfruttato per
determinare dei dati geometrici della nostra trave.

Infatti, se supponiamo di applicare solo il taglio Tx, da questo riusciamo a
trovare i flussi di taglio della sezione dovuti solo a Ty:

oL, =IjTXTf dzzj i—q"'T*q""Txlj dz:j‘{q}T diag(l_){q'} dz
: GA, |45 Gt e Gt) "

dall’uguaglianza delle due espressioni si ricava I'incognita A”y.

Allo stesso modo applicando solo Ty o M, si ottengono A*y e Ji.

Se invece riferiamo le azioni Ty, Ty € M, ad un punto qualsiasi e non al centro di
taglio, otteniamo i flussi {g} e il lavoro 6L4. questo lavoro sara uguale al
precedente perché le azioni interne sono equivalenti alle precedenti, ma non
posso scindere i tre contributi di Ty, Ty € M, quindi non possiamo piu ricavare
A, Ay e .

! Questo tipo di approssimazione & del tutto scorretto nella progettazione delle pale degli
elicotteri, ambito in cui T, & tutt’altro che trascurabile.
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Problemi di Estremita

Introduzione

La soluzione della trave di De Saint Venant e una soluzione centrale, vale
lontano dalle zone d’estremita. La distanza dalle zone d’estremita e data dalla
massima dimensione della sezione.

| problemi d’estremita nascono perché due sistemi equivalenti, ma applicati in
modo diverso, danno localmente effetti diversi, e quindi sforzi diversi.

La soluzione centrale € equilibrata e congruente, per capire cosa non funziona
all’estremita, consideriamo la deformata di una trave sottoposta solo ad un
momento torcente M.

I correnti possono traslare lungo z mentre sul piano della sezione i diaframmi
impongono spostamenti rigidi. Il parametro d’ingobbamento mostra la
deformazione della sezione ma non fa capire facilmente cosa succede alla
sezione.

Usiamo il PLVC per determinare gli spostamenti s; e s».

Nel sistema fittizio mettiamo un flusso unitario sul pannello:

spostamenti esterni:
$,,S,,0,0+d6
spostamenti interni:

/4

=1 = M'=2.1.0

A, =-21.00+2-1-Q0+db)+s,-1-dz—s,-1-dz

oL, =2Qd@ + (s, —s,dz)

| I .
oo, =dy = (Sz—Sl)dZJrZQdH:%dz = sz—slzé—ZQH

La relazione ottenuta ci da gli spostamenti relativi tra due estremi del apnnello
e non quelli assoluti, possiamo usarla per costruire un metodo degli
spostamenti per il calcolo dei flussi.

Per una sezione quadrata di lato a e spessore t, si ha:
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q—MZ—MZ = Z = M, a= M,
200  2a? T 26Ot a5l 2Ga’t 2a’® Ga’t
. 2
2 Slzq_I_ZQH: Mzza ~22- Mé -
Gt 2a°Gt 4 Ga’t

la sezione quadrata non s’ingobba. Come polo per determinare la Q si e scelto
il centro della sezione.

Per una sezione rettangolare di lati a e b=2a, e di spessore t, si ha:

3M

=—*t=—21 = = 2a+2b)= :
q 20  2ab ZGQtZ I ZGabt 2ab( ) 8Ga’t
s o0 g Ma a3, M,
Gt 2abGt 4 8Ga’t 8Gta
I\/IZ I\/IZ MZ
S;—S, = = =

S,—S — S, —S§, =
8Gta “ T 8Gta 'Y 8Gta

Il As é distribuito a meta sui due correnti. Vista dall’asse z, la sezione non

cambia forma anche se ruota, i punti invece traslano lungo z.

Dopo la deformazione, la sezione non € piu piana e se abbiamo un incastro in

corrispondenza di questa sezione, la sua deformata non €& congruente con il

vincolo. Questo € un problema di estremita.

Se abbiamo una forza concentrata su una sezione della trave le due facce della

sezione vorrebbero avere comportamenti diversi, ed invece devono coincidere

per congruenza.

Altri problemi d’estremita sono rappresentati da:

= Cambiamento della sezione della trave;

= Corrente rotto in un punto della trave oppure non vincolato all’incastro in
corrispondenza della sezione incastrata®.

?L’azione assiale N si trasferira agli altri correnti.
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Soluzioni d’Estremita (equilibrio)

Consideriamo la soluzione fondamentale valida su tutta la trave, ma alle
estremita aggiungiamo una soluzione correttiva:

La parte fondamentale sappiamo gia calcolarla, dobbiamo ancora determinare
la parte correttiva, che ci serve per garantire la congruenza.

La soluzione fondamentale e equilibrata rispetto ai carichi esterni e congruente
nella zona centrale (perché abbiamo usato o che verifica la congruenza, e t che

verifica anche la congruenza con le 6; =6«). Allora la parte correttiva deve
essere congruente e autoequilibrata.
Partiamo dal calcolo delle {N}c che devono essere autoequilibrate.
Se abbiamo n correnti possiamo scrivere 3 equazioni di equilibrio e ci restano
n-3 incognite:

{N }C,nxl = [L]nx(n—S) {‘P}(n—s)xl

le n variabili li possiamo esprimere in funzione di n-3 incognite .

Calcolo delle matrici [L] ed [H]

Supponiamo di avere una sezione cosi fatta:

yA
3 12 1 X
/ /Q / N
N3 N2 Nl

/ : . K

N4 2a Nsg

Dalla traslazione lungo z, dalla rotazione attorno ad z e dalla rotazione attorno
ad y, si ha:

N, +N,+N;+N,+N;=0
N,h+N;h=0
(N, +Ng;)a—(N;+N,)a=0
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Con questo sistema d’equazioni, possiamo determinare tre incognite in
funzione delle restanti due.

N, =¥,

N, =%,

Scegliamo:
e andiamo ad esprimere tutte le azioni assiali in funzione di y; e y»:

N, =-N, =¥, N, =,
¥, -¥,-N,-¥, =0 = N, =¥, -2V,
Y, +N,+¥, -2¥,+¥,-¥,=0 N, =-2%¥, +2¥,
N,) [1 0] 1 0]
N,| [-2 2 -2 2
\Pl
N, b= 1 —2{ } = [L]=] 1 -2
\PZ
N, 1 1
Ng) |0 -1 0 -1

Le colonne della matrice [L] costituiscono dei sistemi autoequilibrati di azioni
assiali. Questi sistemi dipendono dalla scelta fatta per y; e yo.

Per la sezione a n correnti, le variabili y; sono n-3 ed i sistemi autoequilibrati
(cioe le colonne di [L]) sono n-3.

Si puo vedere facilmente che i due sistemi trovati sono autoequilibrati:

A A A7

1 -2 1 -2 2

4 5 4
Y1 Y2

1 -1

Lavorando in questo modo, dobbiamo soltanto determinare le v, cioé le
ampiezze delle nostre soluzioni autoequilibrate.

I flussi correttivi derivano ovviamente dalle azioni assiali correttive, quindi per
determinare la matrice [H], usiamo la matrice [L] appena trovata.

Per determinare la 1% colonna di [H] prendiamo la 1% colonna di [L], cioé il 1°
sistema di azioni assiali autoequilibrato e determiniamo i flussi corrispondenti.
Date le azioni assiali sulla sezione, i flussi si calcolano usando le n-1 equazioni
dei flussi sorgenti ed un’equazione dei momenti.

Per i flussi sorgenti dobbiamo usare la (p:—c:j—N, che vale ovunque, perché si
z

ottiene dalla relazione di Cauchy cioe dall’equilibrio di un cubetto infinitesimo,
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. S, . . . .
e non possiamo usare la ¢=-T, JX' , perché questa si ottiene dalla relazione

X

T, M M . - . .
KZ+J—Xy—J—yx che vale solo nelle ipotesi di De Saint Venant, cioé lontano

X y
dalle estremita.

O =

12 colonna di [H]: scegliamo di tagliare il pannello 5, quindi si avra che q's=0,

d; =—dd'\;l =—d(;1211 S
as =—%(N1 + Nz)z—%(‘l’l —2w))=V,
ds z—%(N1+N2 +N3)=—%(‘I’1—2‘{’1+\P1):0
o) =—%(Nl+ N, +N;)=0

Scegliendo come polo il corrente 2, dall’equivalenza dei momenti si ha:

0, =0 Q,=0 Q=2ah

20°Q+>'20Q,,=0 = ¢ =0

j=1
Infine i flussi sono:
q,=-% 9q,=% 09,=0 q,=0 @g;=0

questi ottenuti sono i flussi correttivi associati alla prima colonna di [L].
2% colonna di [H]: scegliamo di tagliare il pannello 5, quindi si avra che q's=0,

q; =
, d d ,
a, :_E(NZ):_Ed(Z\PZ)_ 2\112
qé :__(Nz Ns)___Z(ZTz _21P2):O
, d d ,
4, = _E(Nz +Ng + N4): _E(Z\PZ -2Y, +\P2): -,

Scegliendo come polo il corrente 3, dall’equivalenza dei momenti si ha:

Qu=Q,p=Q,;=0 Qy,=ah Q=2ah

20°Q+>29'Q,, =0 = 2q'2ah-2¥,ah=0 = q =059,

j=1
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Infine i flussi sono:

q,=05¥, q,=-15¥, q,=05¥, q,=-05¥, q,=0.5Y,

questi ottenuti sono i flussi correttivi associati alla seconda colonna di [L].
Andiamo a verificare con l'analogia idraulica se I'equilibrio alle traslazioni e
verificato:

3 2 1 3 1.5 2 1
<— O > —> O <+«
v - A e 0-5
1 -2 1 -2 2
0.5 05
0.5
4 5 4 D
Vi Yy / V2 W2 /
1 -1
Alla fine si ottiene:
q,] [-1 05 (-1 05 ]
a, 1 -15(, 1 -15
lIll
Gs(=[ 0 05 {\P} = [H]=| 0 05
d, 0 -05|" 72 0 -05
9] |0 05| |0 05

Per il calcolo dei flussi associati a sistemi di azioni assiali autoequilibrati, puo
essere molto utile il metodo matriciale®.

Sistemi d’estremita (congruenza)

Abbiamo verificato [I'equilibrio della nostra soluzione correttiva, adesso
dobbiamo passare a verificarne la congruenza.

La soluzione fondamentale € congruente lungo z (ma non alle estremita)
perché e stata ricavata dalle relazioni di congruenza, quindi rimane da imporre
la congruenza della sola parte correttiva.

Usando il teorema di Menabrea, partiamo dalle configurazioni d’equilibrio e
minimizziamo I’energia di deformazione:

v, =3 [l elav

per gli m flussi dei pannelli si ha,

® Vedi pag. 85
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:%jzm:q’idz j }dlag(cl j{q}dz

per gli n correnti,

- _.[Z j N} diag[éj{N jdz

quindi 'energia di deformazione sara:
Y. 1 T |
Voo =3 J{ 1NV g 2 v + o g o J

Vo = ][ 0V bing &,

EA

[ty g i

Gt
dove,

k=[] diog( o [ [M]=[H] diag| 2. ]

Le matrici [K] ed [M] sono simmetriche e definite positive.

Chiaramente diverse scelte dei sistemi autoequilibrati, mi daranno matrici
diverse.

Abbiamo espresso I’energia di deformazione in funzione di y e v/, la condizione
di minimo dell’energia, ci da:

(&) -0 = ki) -0

Rappresenta la
congruenza

Una possibile soluzione del sistema trovato, ha la forma: {¥}={X}e?".

Attenzione che non siamo nel dominio del tempo, quindi A ha le stesse
dimensioni di una lunghezza.

Kok - - lixje =0 = (K]- ]k =0

Questo sistema € omogeneo, ed ammette soluzione diversa da quella banale,
{x}=1{0}, solo se il suo determinante & nullo, ciog,
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(K]S m])-0

e

Imporre che il determinante sopracitato sia nullo, significa imporre che le due
equazioni del sistema siano linearmente dipendenti, cioé dicano tutte e due la
stessa cosa, in questo modo eliminiamo una delle due equazioni.

Il tutto si riduce ad un problema agli autovalori, di grado 2(n-3). Bisogna
trovare gli n-3 autovalori A; e i suoi rispettivi autovettori {X}.

La soluzione finale del problema correttivo sara:

n-3

(wh= (A xher + 8 (X} e )= {x {ae* }+ e )

i=1

A e B sono le ampiezze delle n-3 autosoluzioni, e le determiniamo imponendo
le condizioni al contorno, cioé n-3 relazioni per ogni estremo della trave, quindi
2(n-3) condizioni.

(NJe =[LIxJ(jae™ |+ Be )
{ale =[HIxJ(jae™ }+ e )

A ha il significato di una lunghezza di diffusione: ad una distanza dall’estremo
pari a circa 3\ la soluzione smorzata sparisce (trave allungata).

Sull’estremo libero s’impone la condizione di equilibrio e non la congruenza, al
contrario di quello che succede all'incastro, dove si deve anche studiare
I'ingobbamento della sezione.

La condizione all’estremo libero, che essendo scarico {N}c=0, equivale a dire
che {A}=0, cioé la parte non smorzata deve essere nulla, mentre non abbiamo
condizioni su B dato che la parte non smorzata é gia trascurabile in z=I>3).

Se l'estremo non e libero o la trave non e allungata, abbiamo entrambi i
contributi.

Se la sezione ha delle simmetrie, gli autovalori sono simmetrici o
antisimmetrici rispetto ai piani di tali simmetrie. Se, effettuando considerazioni
di simmetria e di antisimmetria, si sceglie una base (ovvero si scelgono le
colonne di [L]) costituita dagli autovettori, le matrici [K] ed [M] che ne
risultano sono gia diagonali e il problema é facilmente risolvibile (non bisogna
risolvere un polinomio caratteristico di grado elevato, ma i A; si ricavano da
equazioni lineari disaccoppiate).
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Esempio 1

Riprendiamo la sezione a 5 correnti esaminata in precedenza, ed andiamo a
calcolare gli autovettori e gli autovalori della sezione.

_ 3 2 1
Dati: 5 O 7
t=1.2 mm
A =200 mm? 3 5 >
E = 7200 kg/mm? 4
G = 2800 kg/mm? Z - 5
300
Abbiamo gia calcolato le matrici [L] ed [H]:
1 | (-1 05 ]
-2 2 1 -15
[L]=] 1 -2 [H]=| 0 05
0 1 0 -05
|0 1] |0 05

Prima di andare a calcolare le matrici [K] ed [M], facciamo attenzione alle
grandezze dei valori di tali matrici, infatti, ci si puo accorgere facilmente che:

150

! =7-10"7 ~N———————
2800-1.2

Ky~ =T M, =4.10"
7200200

Questa notevole diversita negli ordini di grandezza € un fatto negativo. Un
errore nelle A ci crea problemi nel calcolo degli autovettori perché potremmo
non accorgerci di quali sono le due espressioni linearmente dipendenti.

Per rimediare al problema scriviamo:

Sl dove [k]-[Taing A 1
W] dove (W]~ [] diag{ {

[K]=
|-

E
M=
Gt
Aedl sono valori presi dalla sezione per avere gli stessi ordini di grandezza. In
questo modo [KJ ed [MJ sono dello stesso ordine di grandezza e il problema

diventa:
171 11 [
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, Gt , . .
ponendo ancora che g :ﬁ/i Ssi ottiene:
11—

Quindi passiamo a determinare B e non piu A. Nel nostro esempio, i correnti
hanno tutti la stessa area, quindi A=A, mentre scegliamo | =150,

1
1 -2 1 0 0 2 e 6 -6
K|= dagt 1 1 1 1)1 -2|=
0 2 -2 1 -1 ~6 10
0 1
_ _1_
-1 05
1 -15
. [-1 1 0 0 0], 2 -2
[M]= diagll 1 05 2 05) 0 05 |=
05 -15 05 —05 0.5 o _os| 72 325
(0 05 |

11— S - 65°-2 —6B°+2
o[- kll)<0 = oalrkl-Bloo = wl 02 02 |

Bl =03

248* -1558° +25=0 =
g g {ﬂ§=0.3125

alla fine si ottengono gli autovalori,

A, =146.38 1, =141.73
Possiamo dire che alla distanza di 32500 mm dall'incastro, la soluzione

correttiva e trascurabile.
Determiniamo adesso le autosoluzioni:

(7 [K]-[M]ix}=0

sostituendo il valore di B1, si ha,

1.9998-2 -1.9998+2]|(x,| [0
~1.9998+2 3.3-325 ||x,| |0
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si vede facilmente che la prima equazione e una identita, 0=0, quindi siamo
costretti ad aggiungere wuna condizione arbitraria, la condizione di
normalizzazione, che esprime il fatto che I'autovettore ha modulo unitario:

x2+x2=1 oppureinformamatriciale {X} {X}=1*
Con la condizione di normalizzazione il sistema diventa,

{0.083x2 =1 {xl =1
2 2 =
X +X; =1

infine, I'autovettore associato a A1 & {X}, = {O} L’autovettore trovato ci indica il

fatto che la 1 colonna di [L] & autosoluzione.

Se ci sono assi di simmetria, le autosoluzioni sono sempre simmetriche o
antisimmetriche, quindi possiamo notare subito che la 2% colonna di [L] non &
autosoluzione.

Andiamo a sostituire il valore di f2:

1.875-2 -1.875+2 [[x ]| [0
~1.875+2 3.125-3.25||x,| |0
questa volta le due equazioni sono uguali, quindi ne eliminiamo una,
X —X, =0 x, =0.707 0.707
l2 22_ = l_ = {X}zz
X, +X, =1 X, =0.707 0.707
Se avessimo scelto la condizione di normalizzazione di 1° grado Xx;=1,
avremmo trovato un autovettore {X},={1,1}', quindi uguale a quello

precedentemente trovato a meno di una costante moltiplicativa.
La seconda autosoluzioni sara:

U] 1 -z fl- o7 v

) ) V1 J /_'l

La seconda autosoluzione &
ovviamente antisimmetrica

* Altre scelte possibili sono: x+%=1, x =1, queste sono condizioni di 1° grado. L’equazione
X +x, =1, non pud mai essere contraddetta dalle equazioni del sistema, perché é di 2° grado. Le

condizioni di 1° grado invece, potrebbero risultare in contrasto con le equazioni del sistema a
causa di errori di approssimazione.
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le ampiezze da determinare con le condizioni al contorno sono proprio le
ampiezze delle autosoluzioni.

Le autosoluzioni non dipendono dalla scelta iniziale dei sistemi autoequilibrati,
possono cambiare i moduli ma la forma é la stessa. Il calcolo fatto fino ad ora,
dipende solo dalla forma della sezione e non dalla congruenza, le ampiezze,
invece, dipendono dalle condizioni di congruenza.

Esempio 2

Prendiamo una sezione a 6 correnti fatta come in figura. Abbiamo quindi tre v;
e di conseguenza tre possibili sistemi autoequilibrati. Vediamo di poterli trovare
facendo uso della simmetria della sezione.

Cominciamo dal sistema antisimmetrico:

ARV

/e

R,=0 = 0=0
M,=0 = 0=0
My:O = B-a+A-3a+C-3a=0

scegliendo A=Y, eB=3¥,si ha C=-¥, -¥,, otteniamo dunque due sistemi
antisimmetrici:

r1 0
0 3
0 -3||¥
N = 1
S e
1 1
__l _1_

I due sistemi antisimmetrici trovati, non é detto che siano le autosoluzioni,
perché la scelta che abbiamo fatto per determinarli & del tutto arbitraria. E
sicuro comunque che due e il numero massimo di sistemi antisimmetrici che
possiamo ottenere.
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Passiamo adesso al sistema simmetrico:

R,=0 = A+B+C=0
M,=0 = C=0
M, =0 = 0=0

scegliendo B =Y, si ha A=-Y,, otteniamo un solo sistema simmetrico:

-1
1

Questo sistema €& un’autosoluzione, perché qui la scelta era unica.
Infine, la matrice [L] e cosi fatta:

(1 0 -1]

0 3 1

0 -3 1
[L]=

-1 0 -1

1 1 0

-1 -1 0|
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Adesso ci resta che da costruire la matrice [H].
Partiamo dal primo sistema autoequilibrato ys:

tagliamo il pannello 6, quindi si avra che q's=0. Gli altri flussi di taglio saranno:
g=-10,=-10;=-19,=0 gg=-1
Per I'’equivalenza ai momenti scegliamo come polo il corrente 4:

3ah
Qm :Qoz :Qo3 :QO4 =0 Qos :T Q =3ah

oqsah-213N_o = ¢ -1
2 2

i flussi di taglio totali saranno:

¢, =-05 ¢,=-05 ¢,=-05 q,=05 ¢g;=-05 ¢,=05

Passiamo al secondo sistema autoequilibrato y»:

tagliamo il pannello 6, si avra che q'6=0. Gli altri flussi di taglio saranno:

;=0 05=-3 g3=0 q;=0 q; =-1
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Per I'’equivalenza ai momenti scegliamo come polo il corrente 4:
3ah

QOl:QOZ :QOSZQM:O Qos :T Q=3ah

2q*3ah—2-13;;h=0 = q =

i flussi di taglio totali saranno:

q,=05 ¢,=-25 ;=05 ¢,=05 g;,=-05 ;=05

Infine il terzo sistema autoequilibrato ws:

tagliamo il pannello 6, quindi si avra che q's=0. Gli altri flussi di taglio saranno:
¢ =10=09=-19,=00q;=0
Per I'’equivalenza ai momenti scegliamo come polo il corrente 4:

3ah
Qo =Qp =g =Q =0 Qg :T Q = 3ah

20°3ah=0 = q =0
i flussi di taglio totali saranno:
q1:1 q2:0 q3:_1 q4:0 q5:0 q6:0

alla fine possiamo scrivere la matrice [H]:
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05 05 1]
~-05 -25 0
-05 05 -1
[H]=
05 05 0
-05 -05 0
| 05 05 0]

Per calcolarci le matrici [K] ed [M] abbiamo bisogno dei dati della sezione, che
sono:
A=300mm*> t=1mm h=80mm a=100mm

Si ottiene:
_ 4 2 0
[IZ]=[L]Tdiag(éj[L]=[L]Tdiag(l 1111 1L]={2 20 0
A 0 0 4
19 19 0
[I\W]:[H]Tdiag(l_j[H]:[H]Tdiag(l 1108 3 08fH]=[19 79 0
! o o0 2

Il sistema (B?[K]-[M]fXx}=0 ammette soluzione non banale se e solo se il
determinante della matrice (ﬂZ[K]—[I\T]) e nullo, cioe

457 -19 28°-19 0
det{ 282 -1.9 208°-79 0 [=0 = (48%-2)76p* 6257 +11.4)=0
0 0 45% -2

B2 =05 p2=0535872 pB;=0.279918

a cui corrispondono le seguenti 2,

A, =1964 1,=2033 A,=146.94

"I sistema associato a questo termine & autosoluzione, perché questa parte della matrice &
diagonale. Infatti, se abbiamo una sezione simmetrica con un certo carico simmetrico
possiamo trascurare le parti antisimmetriche, perché il carico simmetrico non lavora per le
colonne antisimmetriche, e viceversa. Quello che succede in questo caso, dove il carico
simmetrico & disaccoppiato con il carico antisimmetrico.



116 Strutture e Materiali Aerospaziali |

Sostituendo B2, si ha:

4.05-1.9 2-05-1.9 0 X, 0.1, — 0.9, =0
2:05-19 20-05-79 0 X, =0 = 4-0.9x +2.1x, =0
0 0 4.05-2||x, 040+0=0

A questo sistema si aggiunge la condizione di normalizzazione x/ +x: +xZ =1, e
Si ottiene,

si nota che la terza colonna della matrice [L] era autosoluzione, come gia
ampiamente previsto.

Sostituendo B, si ha:

0.243488x, — 0.828256X, = 0 X, —3.4016X, =0
—0.828256X, +2.81744x, =0 = {x, —3.4016x, =0
0.143488x, =0 X, =0

Poiché le prime due equazioni sono uguali, aggiungiamo anche qui la
condizione di normalizzazione x +x. +x; =1, e si ottiene,

0.9594
{X}, =40.2820
0
Sostituendo B2, si ha:
—0.780328x, —1.3401x, = 0 X, +1.71735x, = 0
_1.3401x, —2.30164x, =0 = { x, +1.7175x, =0
~0.880x, =0 X, =0

Poiché le prime due equazioni sono “quasi” uguali, aggiungiamo la condizione
di normalizzazione x; +x? +x; =1, e si ottiene,

~0.8642
{X}, =4 0.5032
0
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La matrice degli autovettori completa sara:

0 0.9594 -0.8642

[X]=[X, X, X,]=|0 0.2820 0.5032

ed infine le autosoluzioni saranno,

-1

1
1
-1
0
0

1 0 0

0.9594 —0.8642]
0.8646 15096
~0.8646 —1.5096
~0.9594  0.8642
12414  -0.361
~1.2414  0.361 |

117
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Condizioni di congruenza

La trave deve essere in equilibrio e la forma deve essere congruente con i

gl

vincoli. La relazione 52—51:5—2909, permette di calcolare gli spostamenti

relativi (e non assoluti) di due estremi del pannello, la Qo cambia al variare del
polo, gli spostamenti non sono direttamente utilizzabili perché sono affetti, non
solo dalla deformazione, ma anche dallo spostamento rigido (legato a 0').

Lo spostamento rigido non altera la congruenza, quindi possiamo trascurarlo e
considerare solo lo spostamento deformativo.

Il parametro di ingobbamento elimina dalla relazione (s;-s1) la parte rigida
dello spostamento.

Abbiamo visto che la matrice dei valori d’ingobbamento era:

(8)=[] .} =[] dieg| 2 o

Questa matrice ha per elementi, dei valori che ci indicano la distanza degli n-3
correnti dal piano, costruito dai 3 correnti che abbiamo eliminato nella
determinazione della matrice [L].

Esiste una seconda forma per la matrice [A] che é piu semplice da usare,
perché non dobbiamo eliminare gli spostamenti s;.

Sapendo che,

la {A}r e calcolabile con la solita formula. Ci resta da determinare la parte
correttiva:

(aJe =[] ding] & ke = [HT diag] o [iliw}=[w )

ma
{IP} = [X ]({Ael/l }+ {Be—z//l }) — {lPr} _ [X ]dlag[— %j(_ {Aez//l }+ {Be_z/;L })
{a} = [m ][x]diag(- %j(_ {ae* )+ fge )
Il termine Ae”* & trascurabile se la trave & allungata, perché I'estremo libero

impone che A=0. Quindi si ha:

(0o = I ing -+ fge - [a foe )

al = {afe +[alfBe )
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Incastro Piano

Per una sezione piana incastrata, la condizione di congruenza si traduce in:

{A}T =0

—> e ponendo l'origine del sistema di riferimento
nell’incastro, si ha,

Bt =B = (o) -l +[akB)-0 = (B}--[alla),

Abbiamo ottenuto un sistema di n-3 equazioni nelle n-3 incognite B, che sono
le ampiezze delle autosoluzioni.

Se la trave non e allungata e I’'asse z non parte
i dall’incastro {A}c contiene tutti i termini,

< (] (- {Ae?* }+ {Be ™ f) = —{A};

questo sara un sistema di n-3 equazioni in

2(n-3) incognite, quindi dobbiamo aggiungere
le condizioni al contorno sull’altro estremo della trave per avere le sufficienti
equazioni e risolvere il sistema.

Carico Concentrato

Prendiamo in esame una forza F che agisce sulla nostra trave, questo carico
concentrato introduce nella trave una

I i I discontinuita.
— Guardando vicino al punto d’applicazione del

z=z : o .
carico F, ipotizziamo che la trave sia allungata
quindi che A=0, dobbiamo imporre delle
F condizioni al contorno:

1. Le due facce della sezione devono avere stessa forma.
2. Le azioni assiali devono essere continue.

1. /— Questo termine
AT -7,/% ! e nullo poiché
ah = = {A%IT __ [A]”C {B'e_zu/ﬂ}+ {A}F“ la trave &
{A}T = [A]c {B,,e }+ {A F scarica
all’estremo

I libero.
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[A]L =[A]f =[A]. perché sono matrici caratteristiche della sezione, e non
variano.

Vediamo adesso, come possa variare la relazione trovata al variare del sistema
di riferimento scelto.

a)
Supponiamo di porre l'origine dell’'asse z sulla
verticale del carico concentrato. In z=0 si ha _y &
e/t =1ee™/* =1, gli spostamenti hanno verso ¢ (
opposto, scegliamo come positivi quelli g )>
concordi con z;,, quindi cambiamo segno ai Zn 4 h

termini del 2° membro della (*) e si ha:

(AL (1B) )+ By J) =—{aje

b)

Adesso scegliamo i due sistemi di riferimento o2 o2
concordi nel verso, con l'origine sempre sulla .

] . . (
verticale del carico concentrato. Cosi facendo, g

le due soluzioni non saranno entrambe
smorzate, quindi le due matrici [A]c saranno di > >z,
segno opposto, poiché

Al =M} = (wi=[xTee} = (¥

Il
| |
>
2
D
«Q
N
NI
N
—_——
0o
®
K]
=
-

quindi,

In definitiva, in tutti i casi in cui non si abbia variazione di sezione e una forza
concentrata (attenzione: se fosse un momento flettente concentrato,
bisognerebbe considerare anche la soluzione fondamentale!), si ottiene:

a) 2aL[B] =-{afe  b) 2[a)[B] ={a};
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Variazione di Sezione

Rientrano in questa categoria casi di:

1.

Variazione di spessore di un pannello. Cambiano la matrice [H], A e [X],
quindi dobbiamo fare un nuovo calcolo degli autovalori (nel calcolo di [H]
usiamo la 0’, che dipende da t).

. Variazione d’area di un corrente. Cambiano [K] e A, quindi dobbiamo

calcolare nuovi autovalori.

. Sparisce _un pannello. Da m passiamo ad m-1, quindi cambiano le

dimensioni delle matrici [H] e diag(l/Gt), non cambiano le dimensioni di [A].
E importante che la sezione rimanga chiusa, perché il problema d’estremita
per una sezione aperta va trattato in maniera diversa.

. Sparisce un corrente. Da n si passa ad n-1, una sezione simile non puod

essere trattata, perché il numero delle incognite dipende dal numero dei
correnti, quindi sulle due facce avrei un numero di incognite diverso. Il
problema viene risolto considerando che il corrente ci sia ancora ma con
un’area molto piccola (circa il 5% di Ap), in modo tale che il suo contributo
su N e sulla flessione sia trascurabile.

L'impostazione del problema é identica a quella del caso precedente. L’'unica
differenza consiste nel fatto che le autosoluzioni sono diverse da una parte
all’altra della discontinuita.

Quindi imponiamo ancora una volta che le due facce a contatto siano uguali, e
che le azioni assiali siano continue:

1.

(o) - ) 2N

(
b -Dble), k- -bRe, "

%Z

uguagliando si ha:

Non si pu0 piu dire che
sono uguali.

attenzione che {N}¢ presenta una discontinuita se applichiamo un momento
flettente.
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Incastro non piano

I correnti dovranno subire un ingobbamento assegnato, la differenza con
I'incastro piano sta nel termine noto, che in questo caso non é nullo:

[A) B}+ {a) = {a]

Assegnato il vettore degli spostamenti {§} uso la definizione d’ingobbamento,

B}=[T

Correnti Liberi all’incastro piano

Supponiamo di avere come in figura n=6 correnti, di cui p=5 incastrati e solo

q=1 libero.

Le autosoluzioni sono sempre le

stesse, perché non dipendono e 1
dal problema d’estremita ma s

solo dalle caratteristiche della

sezione. z
In z=0, Nt=0 (N|:+NC:O) Sui g -
correnti liberi, quindi

{N}c=I[L][X].

Inoltre i p correnti vincolati

devono restare sul piano, cioé {A}=0. Questo {A} deve lavorare solo sui p
correnti e non deve tirare in ballo lo spostamento dei correnti liberi,

{Z}: [I:]{s} [I:] deve essere autoequilibrata e con N, =0

Per determinare [I:] usiamo le 3 equazioni di equilibrio e le g equazioni N, =0,

quindi in totale abbiamo 3+q equazioni. | sistemi che otteniamo non saranno
piu n-3, ma bensi n-3-q.

Dopo aver determinato la matrice [L] possiamo andare a costruire la matrice
[H~], infine,

{Z}F :[H~]Tdiag é {a}- [Z]C = [I—T]Tdiag é [H]X Jdiag —% =[H~]Tdiag é {a}e
& ! &) ! ()Wl s

Le due matrici [H]
sono diverse.
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lavoriamo su n-4 correnti ma le incognite sono n-3. Il sistema finale e,
{Z}F +[Z]c {B}=
{ N, =0
Se l'incastro non e piano il sistema di equazioni diventa,

{{Z}F +E]C ={B}=

Ipotesi:

aggiungendo la soluzione correttiva a quella fondamentale, cambia la distribuzione degli
sforzi e anche la deformazione della sezione, quindi il lavoro di deformazione.

J-[TT’ MM, MM T TT MM

EJ, GA, GA, GJ,

sz schema a trave (1)
y

X

oy = I({N}T diag(ElA]{N +{a) diag(ét}{q'}jdz schema a semiguscio (2)

Se vogliamo calcolare 8Ly tenendo conto dei problemi di estremita, dobbiamo usare la
forma (2), la forma (1) invece, vale solo nelle ipotesi di De Saint Venant e non
comprende le azioni correttive.

Se consideriamo solo la soluzione fondamentale, ci conviene usare lo schema (1) per la
prima parte (perché abbiamo un solo termine), per la seconda parte possiamo usare lo
schema (1) se conosciamo J; e A", altrimenti dobbiamo usare lo schema (2) e i flussi.
Nello schema (2), {N}' e {g}' sono totali e non fondamentali, inoltre, i sistemi fittizi
{N'} e {g} non devono essere congruenti ma soltanto equilibrati, quindi non é
necessario considerare la parte correttiva oltre a quella fondamentale:

ING={N"e o ={a'}
o =[5 + e bl 2 v + .+ o o o e

Se dobbiamo calcolare la matrice di flessibilita per problemi di estremita, dobbiamo
usare questa forma di 3Ly per il PLVC.
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Problemi di estremita per sezioni aperte

Se applichiamo un momento torcente M, alla sezione aperta, non siamo in
grado di scrivere I'equilibrio.

Le deformate sono cosi grandi che, dovremmo scrivere l'equilibrio per una
configurazione talmente deformata rispetto a quella iniziale, da diventare
inesistente dal nostro punto di vista.

La sezione aperta non tiene a torsione. Per trovare una soluzione se I'estremita
e incastrata si passa alla flessione differenziale.

Flessione Differenziale

Abbiamo una sezione di questo tipo:

Js

L’equilibrio ci dice che,

R,=0 = ¢,=0
Ry:0 = ql:qS
ab

MZ(A) =0 = ZqI?_Mt
4, =9 M
1 3 ab

Questi flussi resistono al momento torcente M; e nascono delle azioni assiali nei
correnti:

da cui,
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M M M
N,=—tz N,=——%z N,=—21z
ab ab ab

Nelle sezioni chiuse M genera un flusso circolante, nelle sezioni aperte, invece,
nascono delle azioni assiali nei correnti.

Si tratta di un problema di estremita: se non ci fosse I'incastro, non potremmo
avere le azioni assiali nei correnti. Per trovare la soluzione, abbiamo
considerato la presenza dell’incastro anche se non in modo esplicito.

Non abbiamo soluzione fondamentale ma solo correttiva, e si chiama flessione
differenziale, perché e come se i due pannelli verticali fossero sottoposti a
flessione in senso opposto.

Il caso che abbiamo affrontato a 3 soli pannelli, quindi con le tre equazioni di
equilibrio siamo riusciti a risolverlo. Ma se abbiamo una sezione aperta con piu
di 3 pannelli allora, siamo costretti ad utilizzare anche delle condizioni di
congruenza.
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Tema d’esame del 16-1-1996

Dati:

F =700 kg

t=12 mm 2 Ol
b =600 mm

¢ =350 mm

h =250 mm b
A =350 mm®

E = 7200 kg/mm?

G = 2800 kg/mm?

Soluzione fondamentale:

Posizioniamo l'asse z sul corrente 4, cosi facendo non ¢c’@¢ momento torcente
M., le altre azioni interne saranno:

T,=-F T,=0
M, =F(c-z) M} =0

Sulla trave I, la soluzione fondamentale ha taglio costante e momento flettente
lineare.
Sulla trave 11, la soluzione fondamentale € nulla.

Soluzione di estremita:

Trave | = incastro perfetto.
Trave Il = estremo libero.
Interfaccia = carico concentrato senza variazione di sezione.

Andiamo a cercare le matrici [L] ed [H]. In questo dato che n=4, ci sara solo
un sistema autoequilibrato, ed e banalmente,

-1 0.5 2 LR
L] 1 [H]= -05 { ?o.s )/ 0.5
O 04

1 05 05 PV
-1 1
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Le matrici [K] ed [M] saranno questa volta degli scalari:

[K]= [L]Tdiag%j[q:i

[M]=[H]Tdiag( ! j[H]_ﬁ

Gt) ' Gt
dobbiamo imporre che il determinante della matrice (#2[K]-[M]) sia nullo, cioe

A= A25EA 282.29
4 Gt

Abbiamo potuto notare che l'autosoluzione e antisimmetrica, quindi la sezione
genera problemi d’estremita solo se il carico € antisimmetrico, perché il carico
simmetrico darebbe lavoro nullo®.

Nel calcolo dei flussi, possiamo dividere il carico in una parte simmetrica ed in
una antisimmetrica, e prendere in considerazione solo quella antisimmetrica.

I flussi generati dal taglio F sono simmetrici, quindi non li prenderemo in
esame. Calcoliamo solo quelli associati a M¢:

Mt:FEZZ.l-lO5 = q:_&Z—OJ

2 20

-0.7 0

-0.7 0

- 1l —
{afe = o7 {alt .
-0.7 0
le soluzioni generali saranno:
trave | \PI = Cefz/ﬂ + Dez/ﬂ
trave 1l ¥, = Ee 4/ . Feb/* ? :
v

® Bisogna stare attenti alla simmetria e all’antisimmetria, non solo del carico ma anche dei
vincoli.

Infatti, se un corrente € libero, non abbiamo piu la simmetria della sezione e dobbiamo
considerare tutte le soluzioni contemporaneamente senza semplificazioni, e risolvere la
condizione sull'ingobbamento della sezione.

Ma c’é un’eccezione, se abbiamo a che fare con una sezione a 4 correnti, anche se c’é né uno
libero, gli altri tre vincolati resteranno comunque sullo stesso piano, quindi la soluzione
correttiva sara nulla.
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questo sistema si compone di 2(n-3)x2 equazioni, quindi dobbiamo trovare
4(n-3) condizioni al contorno:

L {80 =0°,

2. {A}Ic(z:c) + {A}::(Z:c) = AJe (0 + 1A R (gm0

4. {N}j . =0.

1(z,=c)
Andiamo ad esplicitare le condizioni al contorno trovate:

1.

(o), =[] ciag] 3 s ~222

(o}, =[] ding 3 o). =[] cing & o}

quest’ultima calcolata in z=0, ci da:

T 2] 2(-5-2)

Di solito & un vettore
la condizione finale sara:

425( C Dj_245 C_D-162.73

_ | - ———t— | =—
Gt A A Gt

2.
la {A}¢' in z=c & uguale alla {A}¢' in z=0, perché {q}' & costante su tutta la
trave I, quindi
{ }I _ 245

F(z=c) — a

® Se avessimo un ingobbamento fissato scriveremmo la condizione: {A}':'(Z:O) = {Z}.

"Se in z=0, avessimo al posto dell'incastro perfetto un corrente libero la condizione sarebbe:
|
{N }1(2:0) =0.
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(] , 425( C ., D,
(Al =[HT dlag(aJ[H ol = E[‘ze 2 /AJ

{A}::I(zlzo) =0 perché {q}f =0

][H - 425( E, Fj

. |
{A}::'(zfo):[H]Td'ag(a @0 "'t 1 2

la condizione finale sara:

Gt Gt

245 425( C D ] 425( E FJ
Gt

——0.289 + —3.455 —_t—
A A A A

162.73-0.289C +3.455D =-E + F

{N}=[LRw}
e dato che Ng=0, dobbiamo usare solo la parte correttiva:
Nj,) =—1-¥, =—(0.289C +3.455D)
Ny, o =—1-¥, =—(E+F)
la condizione sara:

E+F =0.289C +3.455D

4.
la condizione ci da direttamente:

0.289E +3.455F =0

Alla fine si ottiene un sistema di 4 equazioni nelle 4 incognite C,D,E ed F:

C-D=162.73
—0.289C +3.455D =-E + F -162.73
0.289C +3.455D=E+F
0.289E +3.455F =0

che risolto da le soluzioni:
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C=140.247 D=-2254 E=-40.77 F =341

All'incastro avremo, sapendo che J =21.875-10° mm*:

M, =F-c=245-10° kg - mm
_FcS,

N,- =490kg N, =490kg N, =-490kg N, =490 kg

X

e sapendo che N, =L,'¥,, le azioni assiali all'incastro saranno:

N, =490 —140.247 + 22.54 = 372.29 kg
N,; =490 +140.247 — 22.54 = 607.7 kg
N, =—490—140.247 + 22.54 = —607.7 kg
N, =—490+140.247 — 22.54 = —372.29 kg

si noti che la soluzione correttiva e il 30% della soluzione fondamentale,
perché la trave e tozza, quindi I'effetto della soluzione correttiva € notevole.
In z=100 mm, questo effetto dovrebbe diminuire:

N, = 250F5: _ 350 kg = N, =350+140.247e7%%2 22 54¢'%% — 416 kg
J

X

Il peso della soluzione correttiva si € ridotta al 18% di quella fondamentale,
I'effetto si e ridotto perché ci siamo allontanati dalla sezione d’estremita.
Per quanto riguarda i flussi all’incastro, si ha:

~0.49
g} =-07 -07 -07 -0.7} -0.91
}T} { }T

alc =[H[f¥"}' ={0.21 -0.21 021 -0.21 ~1-0.49
~0.01

la soluzione correttiva e il 20% di quella fondamentale.
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Giunzioni

| diversi pezzi (pannelli, correnti, diaframmi) vengono assemblati tramite le
giunzioni. Una fase importante della progettazione consiste nel determinare le
forze agenti nella zona della giunzione

SALDATURE
CONTINUE <
L INCOLLAGGI

GIUNZIONI |
CHIODATURE

L DISCONTINUE 3

L INBULLONATURE

Giunzioni continue

Nelle giunzioni continue, gli sforzi si distribuiscono in modo continuo lungo la
linea di giunzione.

Saldature

Effettuare la saldatura di materiali significa scegliere dei materiali che possono
essere saldati, infatti, non tutti i materiali possono subire una saldatura.

Le leghe leggere d’alluminio sono saldabili, al contrario di quanto si pensa, ma
hanno caratteristiche di resistenza modeste, quindi la saldatura si puo fare ma
non e efficiente, perché gli sforzi che puo sostenere sono bassi.

Se cerchiamo piu la rigidezza che non la resistenza, possiamo effettuare la
saldatura delle leghe d’alluminio, perché in questo caso quello che c’interessa e
la deformazione e non lo sforzo.

Nelle strutture aeronautiche si lavora in prossimita dello spazio di
snervamento. Lo snervamento del chiodo € ammesso come standard di
funzionamento, questo ci fa capire che lavorando nel campo plastico della
struttura non dobbiamo dimensionare a rigidezza ma a sforzo.

Allora se conta la resistenza, andremo a fare delle saldature in acciaio e non

piu in alluminio.
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Incollaggi

In questo tipo di giunzioni abbiamo il vantaggio di comportarsi molto bene a
fatica, in quanto produce delle basse concentrazioni di sforzo.

Ma gli svantaggi sono: 1) la colla riesce a sopportare sforzi molto bassi e non
garantisce l'integrita del pezzo; 2) il campo di temperature di funzionamento e
piccolo®.

L’incollaggio viene effettuato quando non si possono fare chiodature o quando
e necessaria la perfetta tenuta dell’aria.

Giunzioni discontinue

Le giunzioni discontinue sono meno resistenti delle giunzioni saldate, e gli
sforzi si trasmettono attraverso un numero discreto di punti.

Imbullonatura

Permette lo smontaggio, il bullone lavora ad azione assiale e gli sforzi si
trasmettono per attrito.

Con il serraggio aumentiamo il gioco iniziale tra il gambo e il foro. Il gambo e
soggetto ad azione assiale. Gli sforzi si trasmettono tramite I'attrito tra la testa
e il 1° pannello, e tra il dado e il 2° pannello.

8Comunque esistono delle colle particolari e molto costose che risolvono il problema del campo
ristretto di temperature d’esercizio.
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Chiodatura

Non permette lo smontaggio, il chiodo lavora a taglio.

Usiamo il rivetto se possiamo accedere al pezzo solo da una parte, e I'efficienza
del rivetto € bassa. Se possiamo accedere da entrambi le parti al pezzo
useremo il ribattino.

Con la ribatitura annulliamo l'iniziale gioco tra il gambo e il foro. Il gambo
lavora a taglio puro (la sezione circolare del gambo e soggetta a taglio).

Questa € la sezione piu sollecitata
(é attraversata da tutte le 1)
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Dimensionamento per chiodi e bulloni

Vediamo ora come fare per realizzare un buon dimensionamento del foro.
Consideriamo un chiodo ed un bullone con la stessa sezione, e dello stesso
materiale. Supponiamo che lavorino con la stessa cam.

Chiodo:
dalle tabelle sperimentali ricaviamo:

5.5
Tmax = d 2 T
2
F _ z-max7Zd =T
max,trasmessa 55 -
r O max
"3 S>S— Peril criterio di

Von Mises

1
Fc iodo — O-maxﬂd ? = 0'1O-maxﬂd ?
e J3.55

Bullone:
7Zd2

max

F

max,gambo =0

by

la forza che possiamo trasmettere dal pannello al gambo e legata

all’attrito:
7d? 7d?
I:malx,trasmessa = HO nax T = O'lamax
0.1
I:bullone = T maxﬂd 2
Queste considerazioni ci fanno capire che:
Forioo = 4F

chiodo bullone

La chiodatura regge 4 volte in piu rispetto alla imbullonatura. |1 chiodi sono in
lega d’alluminio, i bulloni in acciaio perché la cam risulta piu elevata e ci serve
per compensare il fatto che la forza trasmessa dal bullone € piccola rispetto a
quella del chiodo.

La vite non puo lavorare a taglio, se avvenisse cio significherebbe che le
lamiere si sono spostate e la rottura avverrebbe a flessione.
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Anche la vite filettata lavora per attrito e a trazione.
E interessante comprendere quale sia lo stato di sforzo nella lamiera in
corrispondenza del foro:

Gmax=30med

/— o di trazione

sulla lamiera

Andamento della
pressione di

appoggio

P (passo)

Si puo dimostrare analiticamente che, quando P/d — «, per la omax, sul bordo,
tende a 3 volte il suo valore asintotico (che non & poco)®.

Volendo realizzare una o6<Ospervamentos SiI Otterrebbe un dimensionamento
esuberante, non consono alle nostre esigenze di riduzione dei pesi.

Quello che in pratica si fa, allora, contando sul fatto che la o rimane
praticamente costante in campo plastico, € far lavorare il foro in campo
plastico ad una c costante e prefissata (per esempio la ¢ di snervamento).

Rottura

Si possono avere diversi tipi di meccanismo di rottura:

1) cedimento a taglio del chiodo;

2) rifollamento della lamiera;

3) lacerazione della lamiera.

La rottura del chiodo avviene a taglio, e tipicamente ci0 accade quando il
diametro del chiodo d € relativamente piccolo rispetto allo spessore t della
lamiera.

Un’altra tipica modalita di rottura delle giunzioni chiodate, che pero interessa la
lamiera, e quella che avviene per rifollamento. Il chiodo deforma la lamiera,

° Con la plasticizzazione si eliminano i picchi nella distribuzione della o, e si fa in modo che il
suo valore non superi mai la osp. Questo implica che la distribuzione effettiva della ¢ € piu
uniforme di quella teorizzata anche se l'integrale risulta identico.
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perdiamo cosi il contatto tra il chiodo e la lamiera, il chiodo non lavora piu a
taglio puro ma anche a flessione, e cede. Questo avviene quando il diametro
del foro d € maggiore dello spessore t del pannello.

R

!
.{-9._

Infine, la rottura della lamiera pud avvenire o perché i fori sono troppo vicini
tra loro, oppure perché sono troppo vicini al bordo della lamiera.

O C;‘WO O Gy

Lol R
v

v v

Flussi di taglio e Forze nelle giunzioni

Nei nostri modelli semplificativi, le giunzioni vengono assimilate a linee, che
lavorano a taglio nel senso della loro lunghezza.
In particolare considereremo:
a) giunzioni longitudinali (rispetto all’asse della trave):
1. pannello-corrente;
2. pannello-pannello;
b) giunzioni trasversali:
1. pannello-diaframmi;
2. pannello-pannello.

Andiamo a calcolare il flusso di taglio in ciascuna di queste giunzioni.

=y < <
de
/O/ f
/= ¥
/O/ da 4.4 dz2

de
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0, =0, — Qg =0 = Js =9, -0,

cioe, se si sono calcolati gia i flussi nei pannelli, gg si calcola immediatamente,
senza dover ricorrere all’equazione dei flussi sorgenti.

E interessante notare che si sarebbe potuto giungere allo stesso risultato
ricorrendo ad una semplice analogia idraulica:

di dc d: 0,=¢q;t0q¢ = 0Qs=0,—-Q,

Si possono anche analizzare situazioni piu complesse:

G,
_z_>CI1 , | 'Cll Oc1
::> Qg2
_|
G,
¥ a4
a2
Og1 = Js2, =0,
1 G, G,
—2—>q1 | | _{L) > Jc1
[ | dz Q1 G2 d:
Oc3
_|
Gs
y =
“ ds

ds
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1l G,

]

Gs

ds

d2
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4

da

dc1=d1-02

Ci proponiamo di andare a calcolare le forze agenti sui singoli elementi di

giunzione:

l. 1 Fila:

Una giunzione chiodata gode di simmetria per traslazione, che non e
applicabile solo agli elementi (chiodi) estremi:

G, G,

d2

L=N-P F=0s-L
F:FTot :qG'L
N N
F=qs P
da QGllr

r de2

\ 4

dz2

Le due linee verticali non rappresentano dei pannelli ma servono

indicare le giunzioni.

per
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Se vogliamo trasmettere il flusso g da una pannello all’altro, otteniamo
uno schema simmetrico per rotazione, ma il carico € antisimmetrico.

Se lo spessore dei pannelli € lo stesso, allora per simmetria, otteniamo
J:1=qq e dall’equilibrio dei flussi, q:+g>=q, ricaviamo che:

()

q1:q2:2

2 File non simmetriche:

Se i due pannelli hanno
spessore diverso, lo schema e
uguale ma non c'é piu
simmetria. L’equilibrio ci da
sempre, qi+Qg2=q.

La struttura e iperstatica, la
distribuzione dei flussi dipende
dalla deformabilita dei diversi

1
= I:chiodo =0 - P= Eqp

pezzi, dobbiamo aggiungere all’equazione di equilibrio, I'equazione di
congruenza usando il teorema di Menabrea:

Vd = Vd , pannelli (q) +Vd , pannelli (ql ' q2 )+Vd,chiodature

Vd = Vd , pannelli (q) +

F =ku

trasmessa

2

l(ql_Zb + qLij +Vd hiod
,chiodature

Gt, Gt,

2
v, ~Llpy 1F?
2 2 k

Lo spostamento u non e bene definito, ma mi basta conoscere il
coefficiente k per risolvere ogni problema.
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La rigidezza di un chiodo k puo essere

valutata sperimentalmente. Prendiamo in
esame un provino per la prova a taglio, e
applichiamo una forza T, se i serraggi
sono molto rigidi possiamo scrivere: !
1 ® ©) ®
T8 =V tamiera T Va chiodi !
2 ® ®I$ b | @
O &
| &
“btl T i
Vd,lamiera =—2btl 7= Glt ® b Q b ®
T T P ® (JP ®
e sapendo che 7=—, F=—=T—, si !
It N I '
ottiene:

2 2 2
v, _LF'\ _1F'1 _1T°P
’ 2 k 2 k P 2kl

uguagliando si ha,

TP
kl

1. T 1
STs=—t=
2 Glt 2

e da quest’ultima relazione € possibile ricavare il valore di k.
Esistono, comunque, delle relazioni empiriche di k, e noi andremo ad
utilizzare la formula di Huth:

1114 3Yt+t)"
k t, t, \ 2d

7

Diametro del rivetto
L>1

Nel nostro caso, I'energia Vq chiodature diventa:

2
v LS
2

d,chiodature 2 k

4P’ 121 qeP
k P 2 k

L’energia totale sara:

1fab gzb) 1P/,
V, =V Ag)+—= + +— +
d d, pannelli (q) Z(th Gt2 2 k (ql qz)
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1b(, t , tGP/,
V, =V +—— +—=q, + +
s =Vs,() Zth(ql O (? +q2)

ma poiche q=9,+q, = (,=q-¢,, € ponendo ﬂ:t_l e a:thP

t, 4 bk
Rapporto di rigidezza
tra lamiera e chiodo

Vy =Vd,p(t1)+%%(qf +pla-a,f +alo? +(a-q,))

1
Adesso, minimizziamo I'energia di deformazione:

oV,

W0 = 20, —28(9 -9, )+ 200, - 2a(q-,) =0
1

(2+4a+28)y, =(2a+28)

a+ f l+o
a5 Q=24
1+ 20+ p

ql_l+2a+ﬂ

Se i pannelli hanno lo stesso spessore, B=1 e q1=(2;=1/2q, il flusso si
distribuisce in parti uguali sulle due file di chiodi.

1
t=t, = q =Eq (@) | |
1 T
t, >t = <—
1 2 ql 2 q ) - B _// : : (1)
1 E la fila piu ; ;
L<t, = q> Eq sollecitata. '
3 File:
Dall’equazione dei flussi q gz Q1
sorgenti applicati sulla linea hl -1
tratteggiata si ha: Al oo E& ..... &
q; +20, =1 .\"-\qlf 4'(:_1,2_.»"‘ :q
<> <——>
b b

dall’analogia idraulica applicata
al primo nodo, si ottiene:

g, +0, =19
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A questa dobbiamo aggiungere la condizione di congruenza.
L’energia di deformazione sara data dalla seguente espressione:

1
Vd :Vd,pannelli(q)+_£ (2(:]12 +q§)

Gt Gt | 2k

2 2
2 2q_1b+2q_zbJ+£P

1b
V, =Vd,p(q)+§a(2qf +2q-0,) +al2q? +(q-29,)))

k
ricordando che a:Pk—c;t=c;;—/;:k—p, e il rapporto tra la rigidezza del

pannello k, e quella del chiodo ke,

C

oV,

% =0 = 4q,-4(q-q,)+4eq, —4a(q-29,)=0
1

(8+12a)q, = (4+4a)q

q_l+aq q_1+205q q, = o q
243 2 243 32430

(8]
1 1
a—>0 = 4 =59 9 =39 q; =0
(kc>>kp)
la fila centrale di chiodi e scarica.
(8]
a—>o = q—lq q—zq q—lq
'3 23 3

(kp >> kc)

il flusso si distribuisce nelle giunzioni in modo uniforme?®.

Solitamente si lavora con un a molto basso, quindi lavorano principalmente le
file di chiodi esterne, quella centrale € quasi scarica. La configurazione con 3
file di chiodi, si usa per motivi di sicurezza; se dovesse cedere una giunzione le
altre due sono in grado di garantire I'unione dei pannelli.

9 Nelle strutture aeronautiche il dimensionamento si fa con ke>>k,, mentre nelle chiodature
navali si usa kp,>>k..
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Incollaggi

Concludiamo il discorso sulle giunzioni parlando d’incollagaqi.

Le resine termoplastiche al calore diventano prima pastose ed infine fluide e
possono essere facilmente lavorate; una volta raffreddate tornano a possedere
le stesse proprieta meccaniche di partenza.

I materiali termoindurenti, invece, polimerizzano con [lausilio di un
catalizzatore a temperatura ambiente (come ad esempio le colle a due
componenti).

In campo aeronautico si usano film di materiale leggermente prepolimerizzato,
rinforzato spesso con fibre di vetro; si comprimono le due superfici, con
interposto il film, e si scaldano in autoclave.

Lo spessore ottimale del film e di circa 1/20 mm per i metalli; quando si
comprimono le due superfici sono le fibre contenute nel film a regolare lo
spessore.

Si osservi che l'incollaggio sul legno é sostanzialmente diverso: in questo caso
lo spessore della colla deve praticamente scomparire (il legno s’imbeve di
colla).

Andiamo adesso a calcolare i flussi nelle giunzioni incollate:

> | > A
q I «— q
: Aq
|
q | i itc
4 | ! \l/
|
I QJ—
- - t
q q < T
VAN
2 — \I | \C %
Cr
| '/
t t -
E=I——— S
T , % 2
/«; < dx S
do

Dall’equazione dei flussi sorgenti sulla linea

chiusa C, si ha: /
/'/ v

/'/EC //
q=0,+0d, S e

'/./T; < dx S
Ragionando per unita di profondita, e
costruendo I'equilibrio lungo z dei flussi nei /%r;///'
pannelli, si ottiene anche, f/-/' = a1

/,,;

dql : ds

+dg, -, —7.dx=0 = =
d, g, —q, — 7, [ dx
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_dg,

dg, - dx=0
q2+ q2 q2+Tc = Tc dX

Per risolvere il problema manca un’equazione; per scriverla,

congruenza con il teorema di Menabrea:

b 2 b 2
Ve =Vq (Q)+I1&&t-l-dx+ Ilq_zderJ'l Tl gy
7b2 t tG ’bZtG —bZGcoIIa

L1t r
dx =V, (q)+=— 2 +q7 +
} "2t Ib[ql

colla

chiamando %: LGt si ha,
24 Gcolla

Vy =V (c4)+lib 02 +(q-q,) +-5 q;” |dx
d d ZGt_b 1 1 o2 1

t.Gt (dqu } "
GcoIIa dX

bisogna andare a minimizzare il funzionale F(qg2,q'2), Si ottiene,

oF (oF
=0 20, — 2 2 "=0
E. (8qj = 29,-2(q-q,)- 2

9 =9 @
a 2

Dobbiamo risolvere [I'equazione differenziale lineare del
omogenea. La soluzione particolare della (#) sara q, =%.
La soluzione generale dell’equazione omogenea associata,

forma del tipo g, = Ae™:
q:{ — Meﬂx q]I-! — ﬂerﬂX

" 2 AX
% _g=0 = AR pero0 o 2-a? o
(04

la soluzione dell’equazione differenziale € dunque:

q, = Ae”™ + Be™ +%

imponiamo la

2° ordine non

invece, avra

A=ta

una
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Le costanti A e B vengono determinate tramite le condizioni al contorno,

=

ab b 4 _
{x:b = q,=q Ae” + Be +§_q
X=-b = q=0 Ae® +Be® + 3 -0
2

sommando membro a membro si ha,
A(e"‘b +e‘”‘b)+ B(e"‘b +e“"b): 0 = A+B=0
la soluzione diventa:
q, = Ale” —e"x)+% = 2Asenh(ax)+%
Per determinare A usiamo la seconda condizione la contorno, x=-b — q;=0:

0=2Asenh(—ab)+3 = 2A=—3
2 senh(ab)

Infine, le soluzioni cercate sono,

_Q(HMJ q2=q[1—m(“x)j 7, = 8 cosh(ex)

senh(ab)

Le funzioni che abbiamo ottenuto, sono funzioni di variabili x ed a. Questo ci
porta a pensare di poter diagrammare le due funzioni in tali variabili,

q/2

v

Si pud notare come la parte centrale € quasi scarica, infatti, se abbiamo una
struttura con questi dati: t=1.2mm, t, =0.05mm, G=26 GPa, G_,, =6 GPa, b=12mm

si ottiene un valore di a di:

colla
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a= 2ot =2.67 mm™
t,Gt

quindi il rapporto:

7,(b) _ cosh(ab)
z,(0)  cosh(0)

= cosh(ab) = cosh(32.071) = 4.24-10%

tutto il carico & ad un estremo.
Nella realta, ad un certo punto si arriva allo snervamento della colla:

Tc

Si approssima in

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
} 15 MPa
|

|

|

v
v

X —L) b X
S

7.26=q = &=—1

Poiché un pannello non pud lavorare con una t maggiore di circa meta del
valore di snervamento, per ovvi motivi di instabilita, poniamo ad esempio
q=85 N/mm, da cui:

fo) :8—5 =2.83 mm
30

cio ci fa capire che la maggior parte dell’incollaggio € a sforzo nullo.
La parte centrale regge l'incollaggio anche 1. € quasi nullo, perché:

1. Al variare di a la curva cambia ma non l'integrale, perché questo ci da il
flusso che vogliamo trasmettere e che rimane sempre lo stesso.
2. Non possiamo superare il tcreep, € quindi la curva si alza un po’.

Tale caratteristica degli incollaggi tra i metalli € indispensabile in gquanto
garantisce che non avvenga scorrimento viscoso dello strato di cella a seguito
di applicazione di carico costante.

Di solito l'incollaggio, per lavorare bene, necessita un rapporto tra lunghezza
utile e lunghezza scarica non superiore a 1/5+1/6.
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Negli incollaggi non si manifestano problemi di fatica; i veri problemi sono
costituiti dall'invecchiamento della colla e dai difetti di fabbricazione (ad
esempio, superfici non pulite correttamente prima dell’incollaggio).
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Metodi degli Spostamenti per le sezioni a semiguscio

Nei metodi agli spostamenti, contrariamente a quanto visto finora con Il
metodo delle forze, si assumono come incognite gli spostamenti; mentre il
metodo delle forze é piu adatto per svolgere calcoli manuali, un metodo agli
spostamenti (come il metodo agli elementi finiti) si_presta molto bene ad
essere automatizzato, avendo il vantaggio di presentare un procedimento
unico, indipendentemente dal grado di complessita (legqgi di iperstaticita) della
struttura; lo svantaggio € che si deve risolvere comunque un grande numero di
equazioni, anche se la struttura é piuttosto semplice.

Presentiamo quindi una possibile soluzione per il calcolo dei flussi nelle travi a
semiguscio col metodo degli spostamenti.

Per un pannello generico la differenza tra gli spostamenti di due estremi in
direzione z & data dalla formula,

_ 9yl 2

]
1

Consideriamo il flusso q positivo se va dal 1°
estremo al 2°, ed ancora, definiamo g, € gy, se uscenti dal pannello:

4. =—Q <_Qb B q
_ O\\é
qb - q %‘

Sapendo che {F};=[K]j{s};, per il pannello j-esimo la matrice [K] si ottiene
dalla formula (*).
Infatti, dato che,

e definendo,

_/ Mo [2Q,q N

Momento del
pannello j-esimo
rispetto al polo O

Forze nodali

pannello j-esimo Spostamento nodale

pannello j-esimo

Y pag. 100.
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si ha,
1 -1 -2Q]|s
qa GtJ a
qb :l__ —1 1 ZQ Sb
M, -2 20 407% || g
con
1 -1 -20
Gt,
[K]jzl— -1 1 20
11220 20 4Q?

Per poter operare nel contesto dell'intera sezione (e quindi di tutti i nodi)
bisogna dilatare i vettori delle forze nodali (nascono cosi molti O) e degli
spostamenti nodali; per questa operazione si puo ricorrere ad esempio, alla
matrice [B] d’incidenza dei pannelli sui nodi:

dilatata

{F}j = ['Z]j {U}j
i{f}f[i[k‘]j]{u} = KkI-3[k]

si osservi che: . : .
L’equazione dei flussi

T Sy T Syl ) sorgenti é scritta col
Y ] segno invertito, perché
X y . . .
i flussi sono entranti
S Sy, S0
T X2 .17 Y2 nei nodi

=170, -
_/ ........ YL

. 2 Puo essere
Somma di flussi )
. facilmente
entranti nel M,
calcolato

nodo i-esimo

il sistema risolutivo é:

trovate le u si possono ricavare i flussi q dall’equazione (*).

Rimane ancora da osservare che [K] € singolare, perché le equazioni
indipendenti per i flussi sorgenti sono solamente n-1, alle quali va aggiunta
I’equazione per il momento. Per rimuovere la singolarita, si pone
arbitrariamente un vincolo in un nodo (si rimuove, cioe, una riga ed una

colonna di [K]).

Il vantaggio, torniamo a ripeterlo, e che tale metodo non risente del grado di
iperstaticita della sezione.
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Instabilita

La formula che ci consente di calcolare il carico critico di un’asta in
compressione, € stata ricavata nell’ipotesi d’asta rettilinea e carico applicato
sull’asse dell’asta stessa.

Se non siamo in queste condizioni, I'instabilita nasce per carichi piu bassi di
quelli trovati dalla formula. Questa é detta imperfezione di forma.

E importante poter valutare bene il carico critico, le imperfezioni di forma e le
loro conseguenze sul carico critico.

Le imperfezioni di forma sono legate ai processi tecnologici e non possono
essere eliminate.

Infatti, se consideriamo un cilindro in composito realizzato con I'avvolgimento
del filo sul mandrino, abbiamo un’inevitabile sovrapposizione del filo il cui
spessore da proprio I'imperfezione di forma che determina il crollo del carico
critico.

Trave caricata di punta

Le ipotesi sulla struttura della trave sono: a) materiale omogeneo; b) sezione

costante. A
Andiamo a cercare una i ¥
condizione d’equilibrio per i | maidaaimensin
la trave in configurazione = $W T P z
deformata. Dato che la 3/5 - —
struttura si deforma non
vale piu lipotesi di
spostamenti infinitesimi.

Configurazione Configurazione

indeformata deformata

M=FI M=FI'

I lF
Non possiamo piu usare metodi risolutivi validi per spostamenti infinitesimi
quali il PLVC e il teorema di Menabrea.

Ma possiamo usare il PLV che vale anche per spostamenti non infinitesimi (per
spostamenti infinitesimi non vediamo la differenza tra il PLV e il PLVC).
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Per scrivere il lavoro di deformazione usiamo il metodo degli spostamenti:
|
Ly = [(EIw’ W’ + (EASE)dz
0

dove w e lo spostamento dell’asse baricentrico in direzione y.
Il lavoro esterno sara dato da,

A, =—Pau(l)

Per calcolare il 6u, non possiamo usare [I'espressione del tensore di

. 1 , . .
deformazione ¢; ZE(SV] +sj/i), perché quest’ultimo vale solo per spostamenti

infinitesimi, quindi dobbiamo considerare questa volta anche i termini
quadratici,

£ —E(s +S.: +S,,S )

i = S TR i |
nel nostro caso piano si ha, sx=0, sy=w e s,=u:

: 1 4 12 12
&, = 2(52/2 +S/ +Sx/zsx/2 +Sy/ZSy/z +Sz/zsz/z): E(ZU +W" +U )

se supponiamo che gli spostamenti lungo z siano piccoli, il termine u’? é
trascurabile perché infinitesimo di ordine superiore, e si ha

Lo : 1, o (L1,
g=U +§W2 = UZE—EWZ :u(l):judz:j(g—awzjdz

oL, =—Pau(l)=—[ P(ds —w'ow')dz

0

Dall’'uguaglianza dei due lavori si ottiene,

|
[(E3w" " + cEASE + P&z — Pw' ow')dz = 0
0

|
[(EIw"dw" + (cEA+ P)5z — Pw'w')dz = 0
0

Le grandezze dw’, dw" e d¢ sono virtuali e quindi arbitrarie. Questo ci consente
di sceglierle come meglio crediamo:
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SW'=0,60=0,6620 = £FA=-P = T,=-P
|

W' #0,50 0,66 =0 = [(EwW' oW —Pw dw')dz =0
0

Per risolvere il PLV usiamo il metodo di Ritz, cioe andiamo a scrivere I'incognita

w come una serie di funzioni, la serie deve essere congruente e convergente.
La congruenza agli estremi ci dice che:

W= iqk sen[k—7Z zj
= |

qk= ampiezza della sinusoide

w'=>"q, kl—”cos[kl—” zj

k=1

" C kﬂ- ? kﬂ' " = kﬂ' ? kﬂ'
w =—kZ;qk | sen| 52 Sw :—équ ] sen T2

Adesso le incognite sono le gk, e non abbiamo piu le derivate.
L’'integrale della seconda scelta fatta, diventa,

j{EJiqk(kfj sen(l:—”z)iaqj[¥j sen(jl—”zj—Piqkkl—”co k-”zjio”m%co{jl—”zﬂdho

essendo il prodotto di seni e coseni, una funzione ortogonale, il cui integrale da
valore non nullo solo se I'argomento ha la stessa molteplicita, cioé

jsen —z|sen| =—z |dz =< | .

! | | 5 =k
2

I'integrale diventa,

EJéqu[kl_ﬂ] A, _P%iqk[k”] o =0

a \
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. 4 2
Safe) A Ja, -0
= l l
4 2
CORGIE

L’equazione ottenuta, deriva dal PLV, quindi contiene infiniti termini, cioe
queste sono infinite equazioni.
Una soluzione banale € la k=0 per ogni P. Cio significa che se le sinusoidi
hanno ampiezza nulla la configurazione e indeformata con T,=-P.
L’altra soluzione é k=0, che ci da
2
=

la configurazione é deformata e il carico dipende da k.
Per k=1, si ha

Una sola
sinusoide

EJz? P
I:)min = |2 -
Se cambiamo i vincoli la

formula diventa,

_ Ex?

P 7

dove A varia con le condizioni al contorno. La scelta della serie dipende dai
vincoli, poiché deve rispettare la congruenza agli estremi.

In questo caso, per esempio, abbiamo un’asta incastrata per un estremo. Le
condizioni al contorno saranno:

w(0)=0 I |
(0)-0 @ L
w'(0)=0

e la serie scelta sara:

W= iqk {1— cos(k|—7r zﬂ con 1=2I (??7?)
k=1
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Ancora possiamo vedere quest’ulteriore caso, in cui il carico critico sara dato

dalla formula:
L |
? e %

_4EJr?

P > con;t:l
| 2

Infine ricordiamo che avendo il

B EJx? EJxz?

P possiamo ricavare la o, = A

cr ’
IZ

, € che questa non puo superare la ¢

si snervamento.

Nelle travi molto corte possono nascere delle instabilita locali e non globali.
Consideriamo una sezione a C, caricata in compressione. Si formano degli
ingobbamenti nelle zone interne ma la trave resta in equilibrio.

Quello che succede e la modifica del diagramma del carico.

Si ha il collasso degli angoli, che sono le zone piu sollecitate.
Quest’instabilita ha come dimensioni caratteristiche quelle della sezione.

Anche i pannelli hanno problemi d’instabilita globale perché usiamo la linea
media del pannello invece della fibra baricentrica.

Se b é la lunghezza del lato corto del pannello, k., € una costante tabulata che
cambia al variare dei vincoli, possiamo dire che un pannello sottoposto a
compressione ha una o di,

<« —a >

o —k ©’E [tjz
cor — Rer ™ > <«
12(L—v2)\ b b
—) (_
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Il pannello ha i bordi appoggiati, cioe non possono spostarsi dal piano su cui

giace, ma possono ruotare sul piano stesso.

2
k =(—+Lj dove r=2
rom b

reale e

di m.

La curva

I'inviluppo
delle curve
al variare

L’'instabilita dell’aereo € dovuta all’azione di taglio e compressione sui pannelli.
Il fenomeno si chiama torsione diagonale, e pud presentarsi anche quando

agisce il solo taglio.

Consideriamo un pannello sottoposto a puro taglio. Se estraiamo un elemento
infinitesimo, anche questo é soggetto a puro taglio, pero se lo ruotiamo di 45°,
lo sforzo diventa una trazione o una compressione a seconda dell’inclinazione

delle fibre.

La trazione non crea nessun problema, la compressione, invece, puo produrre

I'instabilita del pannello a 45°.

In direzione ortogonale alle fibre si formano delle piccole pieghe sul pannello,

che sono ammesse perché non compromettono la struttura.
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Tema d’esame del 15-04-1998

Per un velivolo di peso P, apertura b, peso delle ali p, determinare con un
metodo approssimato la frequenza e il modo della prima oscillazione flessionale
simmetrica, ritenendo l'ala a sezione costante con momento d’inerzia J e
modulo E.

Si consideri poi I'influenza sulla frequenza dell’introduzione di due serbatoi alari
di estremita.

Dati:
b=12m
¢

P = 4000 kg, ~—

1
Paii :EP b
J=96-10" mm* ~

2

E = 7300 kg /mm O (__/ O
m = 200 kg

Svolgimento:

Andiamo a considerare spostamenti simmetrici, ed usiamo il metodo di Ritz, la
serie deve essere congruente e convergente?,
Il campo di spostamenti simmetrici piu semplice e la traslazione:

i S T -
w =g, = cost _\i’ql
/
\ J
T N g
w=d,| 1-sen —x ~._. R e P
q{ i D -~ o1
X
Il metodo di Ritz deve esprimere insieme la traslazione rigida e lo spostamento
sinusoidale di periodo 2b, T :2—”:%: 2b, quindi si ha,
[0 T

T
W=(, + q{l—sen[g xj]

2 Nella pratica usiamo solo un numero finito di termini, per esempio solo tre. 1l 1° modo &
quello con periodo pari alla lunghezza dell’ala.
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definiamo:
4000 kg
M :—9810 mm/sz =0.4077 kg
x Massa fusoliera
400 kg
p=————7+=004077 kg
9810 mm/s

Massa ali

Costruiamoci il lavoro di deformazione flessionale attraverso il PLV:

oL, = | (Edw" sw")dx

ow T T T ? Vi T ? Vi
w=— w' = —(q, —Ccos| — X w' = — | sen| —xXx MW" = | sen| —X
o % (b j q{bj (b j = &Z(bj (b j
il lavoro di deformazione diventa:
8 T ? T T ? T
A, =||EJg,| — | sen| =x — | sen| —x | |dx
: I{ qz(bj (b ja”z(b] (b ﬂ

sapendo che il prodotto dell’integrale dei due seni, ci da come valore b/2, si
ottiene,

O e T

72'4 b E\]7Z'4 13
éLd = EJFngqzzz oh?

. 0 0 q 0 0
R S Y P e B (VPO 7
2p° |19 2b°

Calcoliamo ora il lavoro delle forze d’inerzia,

“(b) . (bY) & -
oL, =M w(—jaw(—j + [ pwawdx
2 2 0
Contributo concentrato —f \—

_ Contributo
della fusoliera distribuito dell’ala
¥ se vogliamo descrivere il modo corrispondente ad una certa frequenza, dobbiamo

rappresentare tutte le frequenze dal valore zero al valore che ci interessa.

Il realta non conosciamo I'effettiva funzione w, allora, usiamo delle funzione semplici per
rappresentarla, ma che siano anche plausibili, otteniamo un risultato che non & il vero
comportamento della struttura anche se approssima la realta.

Infatti, in caso di carico costante su un’asta incastrata, lo spostamento € di tipo parabolico, che
non puo essere mai rappresentato da una serie di sinusoidi.
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- 0*w s by - b
W= e w=q,+ qz[l—sen(%xn W(E):ql &N[Ej=5q1

il lavoro d’inerzia diventa:

A, =Maq, 5, + T p[d1+ d{l— sen(% xjﬂ{éql + 5q2[1— sen(% xmdx
o, =M dl oo +f,{dl A, +d1 5q2[1—sen(%xjj+ d2 o”ql(l—sen(% xD+d2 o”qz[l—sen(% XD }dx

. . . 2 . 2 . 3 4
o, =Mq,q, +pq, b+ 00, &zb(l_;j*‘pqz &lb[l—;J+pq2 5q2b(__;j

2

sapendo che p=p/b, € la densita dell’ala per unita di apertura alare, si ha

[Mm,m]:[“” 0} M- of1-2) o of1-2)

0 O

CoE ) e oY
Matrice della Matrice della

Matrice totale
mass_a della massa dell’ala
fusoliera con tutte le
masse

Infine, il sistema dinamico puo essere scritto come:

MYa}+ [Klaj=0 = DEASJ :((i,% H[ﬁ EJ°z4]{gi}-o

1-— a, 2b°
T

2

Adesso dobbiamo cercare la 1% frequenza flessionale dell’ala, e per farlo sfrutto
gli autovalori. Prendendo delle soluzioni del tipo,

{a} = {x}cosat {q} = —{xJwsen ot {q} = —{x}o’ cos ot

il sistema diventa,



Strutture e Materiali Aerospaziali | 159

~[M]{x}o? cosat + [K]ix}cosat =0 = det(~[M Jo? +[K])=0

le matrici sono almeno semidefinite positive, det[K]=0 perché la struttura non
e vincolata. Troviamo una soluzione oscillatoria risolvendo I'’equazione,

ool [3-2r- G2 oo

Si ha una 1? soluzione che ci da ©®=0, cio& un moto rigido.
Ed una 2% soluzione,

4
. _ Bz M+p _ 225572 52

1% frequenza
flessionale dell’ala.

Passiamo adesso a considerare l'influenza data alla struttura dei due serbatoi,
messi alla fine delle due ali. Per mettere in gioco queste due nuove strutture
basta considerare il lavoro d'inerzia 6L; di queste masse.

Se aggiungiamo pezzi deformabili dobbiamo considerare anche il 5Ly di questi
nuovi prezzi.

AL, = mw(0)ow(0)+ mw(b)w(b)

i,m

w(0)=wb)=q,+q, w0)=wb)=q,+q, = w(0)=cw(b)= &, +,

il lavoro d’inerzia sara,

. . . . 2m 2m
éLi,m :2m qla:l1+q15q2+q2 a:Il_i_qz 5q2 = [Mserbatoi]:

2m 2m
Matrice delle masse

dei serbatoi
la matrice totale, considerando i serbatoi diventa,

M+ p+2m p(1—£j+2m
T

[M]= p(1—£j+2m p(%—ijJer

T T
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Rifacendo il nuovo sistema agli autovalori e risolvendo il det(-[M]w?+[K])=0, si
ha sempre una soluzione banale che ci da »=0, cioé il moto rigido, ed in piu
una seconda equazione che ci da come valore finale,

, EJr’ M + p+2m
- o2p°
(M + p+2m)K3—4]p+2m}—&1—2jp+2m}
2 V4

f =% —3385Hz
T

a) = 4523357

Con l'aggiunta dei serbatoi, la frequenza si € dimezzata.

Se siamo in presenza di un carico concentrato, I’equazione dell’equilibrio dinamico diventa,

M Ja +[m )= )
\— Forze generalizzate che
compiono lavoro per le
coordinate libere del sistema,
si ricavano dal lavoro delle
forze esterne.

Esempio:
F Vs b
N\ wW=gq, +0,|1-sen| —x oL, =Fowm —
<«—>
N R A B P

Possiamo scrivere

dove {P}, € costante nel tempo, e ci da la soluzione statica; mentre {P}; e variabile nel tempo
e ci da la soluzione dinamica.

Se abbiamo solo carichi statici {P}o € non abbiamo carichi esterni,

[k Ja}={P},
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Mfaf+[Kla}=0  la}={xiosolat +o)
(~[MJp? +[K]fxleso(et)=0 = det(K]-[Mw?)=0 =

gli autovettori {x} sono disaccoppiati tra di loro, non si scambiano lavoro reciproco, {x} sono i
modi propri della struttura. ®* & maggiore di zero perché le matrici sono definite positive.

o, >}, [KJx}, =[M]Jix},0?  premoltiplico per {x

premoltiplico per {x];

se r=s {x}![M]{x], assume qualsiasi valore;

se rzs  {x}/[M]Jix}, =0 e {x}I[K]{x}, =0, gli autovalori sono ortogonali, cioé i modo propri sono
ortogonali quindi tra di loro indipendenti.

In aerodinamica le forzanti dipendono dalla 6’ e dalla velocita,
[M ]{d}+[€]{q}+[ﬁ]{q}= 0

K |= [K]- K], (i::::::::::::::hk
/

[IZ] e lﬁJ non é& detto che siano definite positive quindi non e detto che I'oscillazione sia stabile.

P} ulk) o} alcl faf -

laj={xe"  p=a+ib

La parte reale ci dice se il a b=0
fenomeno ¢é stabile o meno, la

parte immaginaria  ci dIC(? a,<0 stabile < -
invece, se il fenomeno & \/ "
oscillatorio o meno. ~—  b=0

La parte difficile consiste nel
risolvere la (*).

b=0 \

b=0

a,>0 instabile |
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Materiali Compositi

I compositi sono materiali composti da piu fasi; accoppiano delle fibre di
elevatissime prestazioni ma difficilmente maneggiabili con una matrice che
conferisce una forma propria al materiale e trasferisce i carichi alle fibre, pur
avendo caratteristiche meccaniche decisamente scadenti.

La limitazione piu grande di questi materiali € dovuta proprio alla matrice, che
in condizioni reali non €& spesso in grado di trasferire i carichi in modo
efficiente.

I compositi migliori hanno il 60% di fibre e il 40% di matrice. Abbiamo diverse
disposizioni delle fibre su cui scegliere:

1. continue;
2. discontinue, i, stessa direzione;
ii, a caso.

Se usiamo fibre discontinue siamo costretti a mettere maggiore quantita di
matrice. Solitamente, la disposizione che si usa maggiormente e quella a fibre
continue, ma le fibre discontinue disposte a caso hanno un costo basso, quindi
vengono usate per lo stampaggio di pezzi complicati ma non di elevatissime

prestazioni.
Se andiamo a sovrapporre piu strati di fibre in modo da avere fibre con diversi
orientamenti, le caratteristiche complessive del pezzo le troviamo

sovrapponendo i risultati di ogni strato.

Possiamo andare a confrontare

alcune caratteristiche di materiali E(kg/mmz) p(kg/dm3)
metallici, ci si accorge che i rapporti

E;3, P®  hanno lo stesso valore per Acciaio 21.000 7.8

p p

tutti i materiali, quindi se vogliamo | Alluminio 7.200 2.7
imporre una certa rigidezza la )

struttura ha sempre lo stesso peso. Carbonio | 20.000 1.6

Se facessimo un aereo in acciaio il

problema non sarebbe il peso, ma lo
spessore piccolissimo dei pannelli e quindi sorgerebbero dei problemi di
instabilita, per questo usiamo I'alluminio e non I'acciaio.

Le fibre, perdo sono estremamente interessanti dal punto di vista costruttivo:
basti pensare che un filo di vetro (a differenza di una lastra di vetro) ha una c
di rottura pari a 300 kg/mm?, contro i 150+-180 dell’acciaio. La fibra, che ha
evidentemente una direzione preferenziale e privilegiata, puo essere realizzata
praticamente esente da difetti dal punto di vista della struttura fine (data la
modesta sezione) quindi questo fatto incrementa di molto lo sforzo di rottura.
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Le giunzioni per i materiali compositi sono solitamente la polimerizzazione o
I'incollaggio, infatti, creano problemi la chiodatura o I'imbullonatura perché
rendono discontinue le fibre del composito. In questi casi bisogna fare dei fori
molto piu grandi e mettere un distributore di carico all’'interno.

P )

o o o 6 o
o o A o o @

O O /5\450 @) O
@ &

v

Nei normali materiali da costruzione la ¢ di rottura (che € una rottura per taglio
(2), cioe, per scorrimento relativo di due piani atomici contigui(3)) € molto piu
bassa della ¢ “atomica” di separazione vera e propria, cioe, degli atomi (1).

Le eventuali impurita del reticolo atomico, poi, abbassano ancora di piu questa
soglia. Per questi motivi le fibre hanno una ¢ di rottura molto prossima a quella
ideale, atomica.

Tra le fibre piu utilizzate si E c p

annoverano le fibre di vetro, di

carbonio, di kevlar oppure fibre Vetro 7.000 300 2.5

metalliche (titanio) accoppiate a

matrici metalliche (alluminio). Carbonio | 38.500 | 200 1.9
Kevlar

L’'iniziale entusiasmo del mondo
industriale verso i compositi era C T800 80.000
dettato anche da un’altra
motivazione: si pensava, infatti, Resina 350 v=0.34
che questi ultimi fossero esenti
da fenomeni di fatica:

~— Il carico si

ripartisce dalle
fibre scariche
(interrotte) a
quelle “buone”.

Cricca

Campo di
plasticizz
azione

Fibre scariche —7 l
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In realta anche il composito risente alla fatica ma non a trazione, bensi a
compressione; il motivo e evidente:

Le fibre sbandano
per fenomeni di
micro-instabilita.
A lungo andare le
fibre si spostano
ed infine si
rompono.

.

Dove pero sono presenti campi di sforzo predominanti a trazione (le pale degli

/— carbonio

titanio

Nido di kevlar

piombo Estruso d’acciaio

kevlar

elicotteri), i materiali compositi risultano decisamente vincenti.

Le fibre possono essere orientate in maniera differente da strato a strato, una
volta individuate le direzioni degli sforzi predominanti. Le fibre a +45°
sopportano bene la torsione; quelle a 0°/90° resistono bene alla flessione. Dal
punto di vista costruttivo, prima le fibre vengono depositate a secco sopra
delle stuoie, e poi si cola la resina uniformandola con degli appositi rulli. Per
non rischiare pero, di avere resina distribuita in modo eterogeneo, in certi casi
si preferisce preimpregnare le stuoie di resina.

Per costruire solidi di rotazione e possibile inoltre ricorrere all’avvolgimento
delle fibre.

Teoria della Laminazione

I compositi  sono

materiali ortotropi, =
ovvero esistono 3 1
piani, perpendicolari
tra loro, dello spazio
rispetto ai quali il
materiale presenta le
stesse caratteristiche.
Ricordando che:
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=1 | 1 Vi 1
—_— D 0 — —-——= 0
(1 —VVn ) az En Ey,
E 14 1
[D]=| v,D —2 __ 0| , [c]=]-=& — o0
ol (1 —VVa ) E E
0 0 G 0 0 l
. | . G|

Le due matrici di rigidezza e flessibilita si intendono scritte nel sistema di
riferimento dell’ortotropia (quello di simmetria del materiale).

2
m=cosa , N=Sena 5
m?2 n?  2mn 1
[T]=| n* m* -2mn
—-mn mn m?-n?
(04
A 1

La matrice di trasformazione inversa [T]™ coincide semplicemente con [T] pur
si sostituire a con —a (I’'angolo viene ripercorso all’incontrario):

m® n? —2mn

T =({n? m? 2mn
[ ]
mn —-mn m?-—n?

2 2

m n mn
si ha poi: {#}=[J]ie} con [3]=| n* m> -mn |=[T]",
-2mn 2mn m®-n®

2 2

m n —mn
inoltre: {¢}=[J]"{g} con [3]'=| n* m? mn |=[T].
2mn  -2mn m? -n?

Poiché il lavoro di deformazione e indipendente dal sistema di riferimento,
essendo uno scalare, si ottiene:

)" {o}= )" [Dlle} = e D]V [DIo] e} = e/ TIoITT e} = [B]=[TIDIrT
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Supponiamo ora che il pannello sia dato da una composizione di pelli:

1

7\ 14 Sistema di
> ortotropia di
\%% quella pelle
2 (1)[D]I§

/

Sistema di rif.
del laminato

,\1

1

N

=1

La rigidezza del pannello e la somma delle rigidezze dei singoli pannelli.
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Metodo agli Elementi Finiti

E un metodo generale per la risoluzione di sistemi di equazioni differenziale alle
derivate parziali con date condizioni al contorno; e nato, storicamente, per lo
studio delle strutture aeronautiche.

E strettamente imparentato col metodo di Ritz, che serve per discretizzare le
funzioni soluzioni del problema esprimendole come serie di funzioni note:

N
e Statica: s(x,y,z) s, =>.q,f (x,y.z2) (Ritz)
k=1

VA

Coefficienti Forze note

incogniti
N
e Dinamica: s(x,y,zt), s, =>.q,(t)f (x,y.z)  (Kantorovich)
k=1

Ciascuna funzione della serie deve soddisfare le condizioni al contorno; la serie
inoltre deve essere completa, nel senso che deve poter approssimare a piacere
la soluzione (ad esempio, la serie di Fourier soddisfa questo requisito).

Il metodo agli elementi finiti consiste prima di tutto nella suddivisione del
volume in un certo numero di elementi di forma semplice (il piu semplice e il
tetraedro). Tale procedura prende il nome, secondo le diverse consuetudini, di
schema a elementi finiti / griglia / maillage / mesh.

n — nodi n=8 n=6

/. _______ -1 -
Tetraedro / \ /

Esaedro /7 Mattone / Brick Prisma

Ciascun elemento e caratterizzato da un certo numero di nodi e di facce. Se si
costruiscono elementi con piu di due nodi per lato, si ottengono degli spigoli di
forma curvilinea (con 3 nodi parabolica), e quindi si puo approssimare una
superficie curva a piacere.
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Le incognite sono i valori degli spostamenti nei nodi; tutti gli altri spostamenti
vengono calcolati per interpolazione:

Sx = Zluj,xNx,j(X! y! Z)
j=

Funzioni interpolanti

Spostamenti di Uy,
tutti i nodi Uy,
In un elemento

(n nodi) N s Usz
{sf=1s,p=[NCoy, 2)lu} , {ub=1u,,

3x1 3x3n 3nx1

SZ

unZ

L’'unica approssimazione € questa; tutto il resto viene ricavato in modo esatto;
I'approssimazione dipende dalle funzione interpolanti e, ovviamente, dalle
dimensioni degli elementi (come ovvio, il metodo deve migliorare diminuendo
le dimensioni degli elementi, si aumenta cioé il numero di nodi e quindi il
numero di incognite; il metodo deve quindi essere convergente).

Le funzioni N si chiamano funzioni di forma (shape functions).

Prima di vedere in dettaglio il metodo agli elementi finiti, vediamo come si
imposta un generico metodo agli spostamenti:

£y 0s, /X
g, os, /oy
£ 0s, [0z

Y xy 0s, [0y +0s, |Ox

Y 0s, [0z +0s, /oy
- s, /OX + 05, oz

dove [D] é evidentemente la matrice di derivate simboliche:

[o/ox 0 0 |
0 ooy O

0 0 ooz
oloy olox 0

0 ooz 8y

|0/oz 0 3/ox

le}=[Dlis}  {o}=[Dle}

ricordando che
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Il lavoro di deformazione per il PLV si scrive come:

ay = [{oe} {ojav = [{es}" DT [DIDs}av

Nel caso specifico del metodo degli elementi finiti, considerando il generico
elemento j-esimo:

poniamo, [D][N], =[B],, si ottiene,

6x3  3x3n 6x3n

{g}j

\

Bl = éL’;,-I{&s}T{a}dV{&J}T{I[B]I[D][B],dVJ{u},

i

poniamo ancora, J‘[B]I [D]B],av =[K],, che & una matrice simmetrica, si ha
A

]
Matrice di rigidezza

dell’elemento j-esimo.

Forze generalizzate

Supponendo di introdurre la densita di forze di volume {F};, possiamo andare a
calcolare il lavoro virtuale delle forze esterne sull’elemento j-esimo:

L., =[]} {F}yav = fou [INT;{F ), av

e ponendo, J.[N]I {F},dv ={P},, si ha,

Vi

Costituirebbe un _grave errore, a questo punto, uguagliare i due lavori, in
quanto si trascurerebbero tutti gli scambi energetici con gli elementi vicini.
Assemblando in maniera opportuna gli spostamenti, con il solito metodo di
dilatazione, si ha:

ikl @ . @y,

se M e il numero degli elementi,
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uguagliando adesso, si ottiene,
dy=dy = {auf (KJuj-P =0

Dovendo quest’equazione scalare valere per ogni scelta di {ou}, si ottengono
tante equazioni quante occorrono per risolvere il problema,

K Jui=# 1

Tutto questo viene effettuato automaticamente dal programma, dopo aver
assegnato geometria, vincoli e materiale.

Si osserva che [<] & una matrice molto sparsa (ci sono tantissimi zeri);
esistono allora delle tecniche numeriche che consentono di risolvere il sistema
senza invertire la matrice.

Il sistema cosi scritto non e ancora risolubile poiché la matrice [~] é singolare
(non si e tenuto conto dei vincoli esterni e quindi la matrice contiene 6 labilita
nei confronti dei moti rigidi).

Se una struttura ha effettivamente dei vincoli esterni (ad esempio un ponte o
un grattacielo), questi vengono imposti senza particolari problemi; ma se si sta
considerando un _aeroplano in volo, non essendoci alcun vincolo esterno,
bisogna mettere dei vincoli fittizi (il procedimento funziona solo nel problema
statico); tali vincoli non devono alterare il problema ovvero i vincoli devono
dare reazioni singolarmente nulle; per tale motivo il sistema di vincoli deve
essere isostatico: in tal modo, se il sistema di carico € a risultante e momento
risultante nulli (come si verifica con un aeroplano in volo, essendo in
equilibrio), tutte le reazioni vincolari sono nulle.

[~] Reali
= Vincoli
{~} Fittizi

Possono ancora insorgere grossi problemi dovuti ad errori numerici (i metodi
risolutivi, spesso basati sul MEG, accumulano errori su errori ad ogni
sostituzione successiva, dovuti al troncamento). Se il sistema ha pero una
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matrice ben condizionata (ad esempio, i numeri sulla diagonale sono piu “forti”
di quelli esterni), gli errori rimangono entro livelli accettabili.
I vincoli piu semplici sono quelli relativi ad una componente di spostamento

(esempio, éﬂ ; nella terminologia Nastran, i single-point constraint (SPC)) o

piu componenti di spostamento (multi-point constraint (MPC); ad

esempio, ‘@O ).

Un metodo per porre un vincolo di questo tipo, che non sia la scontata
eliminazione delle righe e delle colonne di [K] (operazione ardua se la matrice
[K] inizia ad essere dell’ordine di 1.000.000x1.000.000) e, ad esempio:

Si pone una biella molto rigida rispetto alla
= struttura (in questo caso la scelta critica
riguarda la rigidezza della biella).

Il problema viene quindi risolto non invertendo la matrice (date le dimensioni
della stessa), bensi per sostituzioni successive; una volta note le {u} si
calcolano gli sforzi negli elementi con:

{U}J = [D]j[B]j{u}j
"L

Recupero degli sforzi

A questo punto si possono eseguire tutte le verifiche di resistenza del caso (si
controlla che la o, punto per punto, sia inferiore ad un certo valore critico).

Se non realizzato con la dovuta attenzione, un metodo potrebbe non essere
convergente o, peggio ancora, convergere ad una soluzione errata.

La convergenza dipende soprattutto dalla conformazione degli elementi e
quindi dalla scelta delle funzioni di forma [N]; le [N] devono assicurare la
congruenza interna tra gli elementi (tra un elemento e l'altro): una cosa ovvia
ma che non sempre si verifica € che assumendo come spostamento quello di
un nodo, con {s}=[N]{u} si riottenga lo spostamento del nodo (cioé N vale 1
in corrispondenza del nodo). Lo spostamento, inoltre, deve essere continuo
(per non avere compenetrazioni o lacerazioni); i nodi che giacciono su una
faccia devono continuare a giacere su un piano.

Nel caso del tetraedro (o del triangolo nel piano) per ottenere la congruenza €
sufficiente che le N siano funzioni lineari del punto.
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Per avere convergenza, inoltre, le funzioni di forma devono essere in grado di
riprodurre gli stati di deformazione uniforme e devono essere in grado di
riprodurre esattamente i moti rigidi (stati di deformazione nulla).

Dove ci sono forti gradienti di sforzo (ad esempio in zone di carichi concentrati)
bisogna mettere elementi piccoli, mentre dove lo sforzo €& pressappoco
costante (zone centrali) si possono usare degli elementi grandi (negli elementi
a facce piane, con il numero minimo di nodi, lo sforzo rimane costante in
ciascun elemento).

Per verificare se la dimensione degli elementi va bene per il problema specifico
da risolvere, ci sono dei programmi che danno una misura della convergenza;
uno dei parametri di valutazione e la discontinuita di sforzo tra un elemento e
l'altro.

Certi programmi per raffinare la convergenza aumentano automaticamente il
numero di nodi degli elementi nelle zone critiche, di concentrazione degli sforzi,
senza variare il numero di elementi.

Gli elementi a disposizione dell’utente sono:

Tetraedro
3D Prisma a base triang. N lineari + famiglie a 3 nodi per lato /7 4 nodi / etc.
Esaedro (2 nodi per lato) (N polinomi Il grado) (111 grado)

Membrane (X, Y) ox, Oy, Txy

A
~ 8

Piastre (la u contiene anche rotazioni)

. A
[

Bielle <0 O—>

Travi 0O O (6 comp. Per nodo)—> O/O\O

1D
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Per definire la struttura bisogna costruire la tabella dei nodi e degli elementi:

Nodi Elementi

Nome| X, ¥,z |Vinco|i Nome | Tipo | Nodi| Materiale
Nome 1

\J Generalmente un ! ‘ "Nome 2!

' numero (non ! , ! ! !
necessariamente
in sequenza).

Nome

Se si é interessati a problemi statici riguardanti strutture composte da materiali
elastici, si puo basare il metodo degli elementi finiti, invece che sul PLV, sul
principio di minimo dell’energia potenziale totale:

L’energia potenziale di deformazione dell’elemento j-esimo (definita perché il
materiale e elastico, cioe conservativo) é:

Osserviamo che, in una posizione di equilibrio stabile, [K] sara definita positiva
(si assume come zero energetico la configurazione indeformata); l'energia
potenziale del carico (che e sicuramente conservativo essendo statico, cioé
costante):

L’energia potenziale totale sara pertanto:

V:Vd+Ve:%{U}T[K]{u}—{u}T{P}:staz. = Yo = [Klul-{p}=0

che e la stessa forma di equazioni che si era ottenuta col PLV.
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In definitiva, le informazioni da fornire al programma di calcolo per risolvere il
problema sono:

- Nodi — Elementi — Materiali — Carichi — Tipi di Analisi.

Spesso il programma va a risolvere un sistema del tipo: [K][u]=[P], in modo
da risolvere il problema per diverse condizioni di carico (il calcolo viene
eseguito una volta sola, con un netto risparmio di tempi di calcolo).

I programmi pre-processor accettano come input la definizione della geometria
del pezzo proveniente dal CAD, semplificandola per quanto possibile (certi
dettagli sono ininfluenti dal punto di vista strutturale e allungano i tempi di
calcolo); si sceglie il tipo di elementi e la dimensione massima degli stessi,
quindi il programma effettua automaticamente la numerazione dei nodi e la
collocazione degli elementi; tale mesh pud essere quindi impostata nel
programma di calcolo vero e proprio.

I programmi piu diffusi per il calcolo lineare sono il NASTRAN e I'ANSYS; i pre-
processor piu diffusi sono 1IDEAS e PATRAN.

Oltre al calcolo statico, questi programmi effettuano anche calcoli di dinamica e
di carico critico (instabilita).

Cominciamo col parlare di calcoli dinamici:

se si imposta il problema attraverso il principio di D’Alambert, bisognera
scrivere il lavoro virtuale delle forze esterne piu quello delle forze di inerzia:

dL-ol, - I{&}I p{g}jdv = —{&}I[I[N]T P[N]dV}{U}j

VJ Vi

chiamando “N]Tp[N]dV=[|\/|]j, o volendo invece procedere attraverso le

Vi

equazioni di Lagrange, bisogna scrivere l'energia cinetica dell’elemento j-

sl Sf o), b

[M]; viene definita la matrice di massa dell’elemento j-esimo; per lintera
struttura si avra:

Uguagliando 5Le e dLg (ma lo stesso si otterrebbe dalle equazioni di Lagrange),
data I'arbitrarieta degli spostamenti, si ottiene:
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Tali sono le equazioni delle piccole oscillazioni della struttura.

Considerando {u}o la configurazione di equilibrio statico e {P}, il carico
corrispondente, possiamo scrivere le equazioni riferendoci alla perturbazione
della posizione di equilibrio statico:

o+l Pl Ph o} <0 = [l =Pl = [M]{u}l+[K]{u}l={P}l

M ]{u} K]l =0

sono le equazioni che governano le piccole oscillazioni di _una struttura
sottoposta a carico nullo o costante ({P};=0).

Le soluzioni saranno del tipo {u}={x}e™; si tratta pertanto di risolvere
I’equazione secolare (?):

(2M]+[K]xe* =0 = [PM+K[x}=0 = det|’K+M]=0 = P"(22)=0

Si troveranno n radici A%<R ([K] e [M] sono definite positive) ma <0 (per il
segno + interposto tra A°M e K); questo significa che i A saranno tutti
immaginari puri.

u}={cos(et+9) = |-@*M +K|x}cos(wt +¢)=0

Fo'M+K|x}=0 = detl-0’M+K|=0 = o°=-2
- - - a)k - - -
o, — pulsazioni proprie  f, :2——>frequenze proprie  {x}, = modi propri
T

Le soluzioni, del tipo Ci{x}cos(ot+e) (con Cx e ¢ costanti di integrazione
dipendenti dalle condizioni iniziali), descrivono onde stazionarie.

Fo'M+K]xi=0 = P"Y(@?)=0 = o?eR>0

[ ozm +K]ix), =o} _ - o2M + K]ix),

L
oM+ K fix), =0 T wzm + K ix), 2,

0
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sapendo anche che {x}[K[{x}, =({X}T [K J{x}, )T = {x} [K[{x}, essendo uno scalare e

r r

[K] simmetrica, sottraendo membro a membro si ottiene:

il M, (of - ?)=0

L’'ultima possibilita rappresenta il caso piu interessante:
se [X]=[x;%:.:x,] = [x]'[M]x]=diag(m); infatti:

X, X, Mx, X MX, .. .. X, MX,
T T T T
X, X, M, X, MXx, ... .. X, MX,
SEMDxeax =] e :dlag(m?
(per (i) e (ii)
T T T T
| % | X MX X Mx, L X, MX;, |

A questo punto, con il cambiamento di variabili {u}=[x}{g} (ci si pone nel
sistema delle coordinate modali):

Wi )= [ M T = diag(m) , [K|= [ [T = diag(mo?)

oL, ={au)" {Py={af' [x[ {P}={sa}" {Q}  dove {Q}=[x] {P}

Dunque le equazioni che descrivono le piccole oscillazioni della struttura sono:

{&J}T[M]{O}+{&J}T[K]{u}={&J}T{P} = {&}T[X]T[M][X]{d}+{&1}T[X]T[M][X]{q}={a“q}T[X]T{P}

. 2
m, q,+ Mo, g, =Q,

diag(m){d}"‘diag(mwz){q}: {Q} = m, dz"'mzwzz% =Q,
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che rappresenta un sistema di n equazioni disaccoppiate, ciascuna delle quali
descrive un’oscillazione a 1 g.d.l.
Il sistema, cosi strutturato, € molto piu semplice da risolvere.

Lavorare con le coordinate modali rappresenta il modo migliore per ottenere
una buona approssimazione del problema: in tal modo anche un complicato
problema aeroelastico sara retto solo da una ventina di incognite, contro le
100.000+1.000.000 richieste per una buona approssimazione con gli elementi
finiti.

Consideriamo ora le piccole oscillazioni di una struttura forzata da un carico
che dipende dalla configurazione:

P=ulFlu} = [M]{u}+[K—yF]{u}:0 = det[—a)zMJrK_ﬂF]:o

il problema é che [K-uF] pud non essere definita positiva; infatti, se le forze
Sono conservative:

2 2 P P . .
U, Q:pi , ou oY PR [F] & simmetrica;
) ou, ou,ou, , ou,ou, ou, ou,
Potenziale forza \ )
i-esima Teorema di Schwarz

Ora, [K] e simmetrica definita positiva, mentre [K-uF] € simmetrica definita

positiva / negativa a secondo del valore del moltiplicatore p; dunque le o%*<R
ma, per certi valori di p, sono <O:

4 o' A tali valori minori di O di
5 cui %, corrisponderanno
@2 soluzioni del tipo:
0321

o, =+ib >e™,e™ beR

Eq. indifferente La prima tipologia di
soluzioni comporta
evidentemente

il un’instabilita statica.
Eg. instabile —7
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Si osserva che, avvicinandosi al carico critico, le frequenze diminuiscono (tale
osservazione costituisce uno strumento pratico fondamentale per stimare i
carichi critici delle strutture).

Le forze critiche si valutano in questo modo:

det[K — 1F]=0

e un altro problema agli autovalori, dove gli autovalori, questa volta, sono i
moltiplicatori p.

Quello che conta e evidentemente il moltiplicatore piu basso (oltre si ha
instabilitd a maggior ragione). Tale tipologia di instabilitd si chiama statica
perché nel problema det[K-uF] non entra in gioco la massa.

Se invece abbiamo a che fare con forze conservative (come le forze
aerodinamiche):

[K-uF] non & simmetrica —» »?eC, coniugate a due a due

tale circostanza si verifica una volta,

A 0% dopo un certo p critico: all’inizio, due

pulsazioni distinte tendono a

o2 coincidere; dopo, che sono divenute
2

coincidenti, non sono piu reali e:

o, =a+ib
(021
(piu la sua coniugata), il che
comporta soluzioni del tipo:

+—-—-

v

Ae® cos(at + ¢)

instabilita dinamica (oscillazioni rapidamente divergenti).

statica o
+— dinamica Ad ogni ciclo le forze (che non sono

conservative) compiono lavoro positivo
— > sul sistema: si ha un trasferimento
energetico a senso unico.
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Consideriamo il caso completo:

M ]{U}+[C]{U}+[K]{u}= (P

Il secondo termine é dovuto allo smorzamento strutturale (dovuto in parte
all’isteresi del materiale, cioé dal fatto che o non dipende solo da ¢ ma anche

un poco da ¢, e in parte alle giunzioni).

\;
Zone d’attrito (fornisce
una dissipazione)

Lo smorzamento aerodinamico € pero molto piu consistente di quello introdotto
dalle giunzioni, che a sua volta € piu rilevante di quello introdotto dall’isteresi
del materiale:

E il carico aerodinamico

M - fuf o -t lfu < i} =0 dove W), € R

I’equazione secolare e del tipo:
det|?M +AC+K|=0 = PC(1)=0
in generale le radici sono complesse:
A, =a *ib, = e*cos(bt+0o)
Riassumendo si avra:

1. stabilita: tutte a, <0, (b, #0)
statica: b, =0

2. instabilita: almenoun a, >0 = , ,
dinamica: b, =0 (flutter)

Bisogna quindi cercare la p critica, ovvero la velocita critica d volo (u €
funzione della velocita).
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Torniamo pero al problema fondamentale; dallo schema discreto a n gradi di
liberta si sono ottenuti n modi propri di vibrare (cioeé un numero discreto di
frequenze). La struttura reale € pero continua (ha un numero infinito di gradi
di liberta) e pertanto é caratterizzata da uno spettro continuo di frequenze.
Risulta pertanto lecito domandarsi quanto sia buona una approssimazione del
tipo fin qui considerato; di fatto, aumentando il dettaglio dello schema (cioe il
numero di gradi di libertd) si vede che le frequenze che si calcolano attraverso
gli schemi piu grossolani, si ritrovano invariate via via in quelli piu raffinati.
Addirittura, per n—ow, tali modi di vibrare restano invariati; da questo si deduce
che i primi modi di vibrare (quelli a frequenze piu basse) sono significativi e
separati anche nella struttura reale.

fu}=[xla) | diag(m>{Q}+dia9(mw2){q}={Q} Q=K P}

Supponiamo di applicare alla struttura delle forzanti armoniche (nella realta si
tratta di forze concentrate in punti caratteristici della struttura):

{Pl={Ajcos(at) = {Q}=[x] {A}cos(Qat)=[y]cos(at)

Cio permette di studiare la risposta in frequenza della struttura completa
(I'intero aeroplano) e di individuare i modi propri e le frequenze proprie.

Il problema dei vincoli, che non devono evidentemente essere presenti su un
aeroplano in volo, viene risolto ponendo dei vincoli (imbracature collegate a
molle, cuscini d’aria, ecc.) estremamente cedevoli e quindi caratterizzati da
frequenze proprie estremamente basse rispetto a quelle della struttura; lo
studio dei modi propri di vibrare avviene modificando lentamente la pulsazione
delle forzanti e individuando i picchi di risonanza corrispondenti alle varie
frequenze proprie:

A risonanza
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q,+ @q, = %cos(@t)

La risposta a regime:

In teoria, la curva corrispondente allo smorzamento critico (hcz0.707) sarebbe
I'ideale per effettuare le misure. In realta, la struttura € sempre caratterizzata
da uno smorzamento molto basso e quindi i picchi sono sempre presenti; per
questo motivo, gli strumenti di misura (tipicamente accelerometri
piezoelettrici), che hanno frequenze proprie estremamente elevate, trovano
tutti questi picchi nel proprio spettro.

Per “tagliare” questi picchi si ricorre normalmente a filtri passa-basso (con il
rischio, pero, di incorrere nella saturazione dell’amplificatore, a causa
dell’indistinzione dei segnali).

Analogamente si procede per le frequenze superiori:

Variando Q si misurano le varie
frequenze proprie:
in corrispondenza di un picco, il
modo di vibrare in risonanza
prevale di gran lunga sugli altri;
il moto avviene praticamente
solo secondo tale modo proprio.
Se poi gli accelerometri sono
dislocati in maniera opportuna
sulla struttura, si puo avere
> anche una visione spaziale del
Q fenomeno (e quindi si  pud
ricavare [x]).
Se due frequenze proprie sono
molto vicine, bisogna separare i modi: tale risultato viene ottenuto disponendo
opportunamente gli eccitatori.
Anche se i vincoli a terra sono cedevoli, la struttura libera, “labile”, ha
comunque i modi di frequenza zero dovuti ai moti rigidi, che perdo non hanno
alcuna conseguenza sulla misura.
Come si é gia osservato,

m, d,+ h, q,+k,q, = A, cos(Qt)
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dove g, =C, cos(Qt+(pl) e la soluzione particolare di regime.

Nella dinamica degli urti, pero, si €& interessati soprattutto al transitorio; in
teoria questo si otterrebbe andando ad integrare direttamente:

ul o)+ (<o) 1P} ¢

Il problema e costituito dal fatto che, nelle normali condizioni di crash, gli
spostamenti non sono piu infinitesimi e inoltre si va oltre i limiti elastici del
materiale; oltre tutto, intervengono anche le forze di contatto (tra le lamiere
che si sono piegate). Tutti questi fenomeni determinano la non linearita, per
non parlare del fatto che le o di snervamento risentono delle elevate velocita di
deformazione (subiscono aumenti anche del 40%).

Per fortuna, in ogni intervallo di discretizzazione temporale, il fenomeno ¢
ancora in buona approssimazione lineare e come tale retto dall’equazione (*),
dove perd le matrici non sono piu costanti ma devono essere continuamente
aggiornate. Per far questo, si usano metodi alle differenze finite (molto usato &
il metodo Newmark).



